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Résumé

Dans de nombreux problèmes multivariés de traitement du signal et des images et/ou d’appren-
tissage statistique, nous cherchons à décomposer une matrice de données – supposée globalement
ou localement de faible rang – sous la forme d’un produit matriciel. Sous l’hypothèse globale de
faiblesse de rang, lorsque nous supposons de plus la non-négativité des données à traiter et à es-
timer, ce problème est connu sous le nom de factorisation en matrices non-négatives (NMF pour
Nonnegative Matrix Factorization en anglais). Au contraire, lorsque la faiblesse de rang est locale,
elle est intimement liée à l’hypothèse de parcimonie des variables latentes expliquant les données.
Cette dernière suppose que chacune de ces variables peut s’exprimer comme une combinaison li-
néaire d’un petit nombre d’atomes d’un dictionnaire et a permis le développement d’approches
d’analyse en composantes parcimonieuses (SCA pour Sparse Component Analysis en anglais).

Un premier volet de ce mémoire étudie l’apport d’informations dans la NMF. Celles-ci sont
prises en compte sous forme d’une paramétrisation et de pénalisations qui guident la méthode vers
une solution réaliste du point de vue de l’application. Cette information peut être fournie par un
expert, un modèle physique et/ou le formalisme du problème à résoudre. Nous nous sommes in-
téressés à la fois aux aspects de robustesse aux valeurs aberrantes – en faisant par exemple appel
à des divergences paramétriques comme fonction de coût – et à la complétion de données man-
quantes, résolue par exemple par approximation parcimonieuse (selon un dictionnaire connu) de
chaque colonne d’un facteur matriciel. Ces approches informées de NMF ont été appliquées au
partitionnement de sources et à l’étalonnage in situ de capteurs mobiles.

Dans un second temps, nous nous sommes intéressés à l’accélération des méthodes (pondérées)
de NMF en faisant appel au formalisme d’apprentissage comprimé. L’apprentissage comprimé re-
pose sur l’idée de projection aléatoire qui permet de réduire la taille des données tout en maintenant
le niveau d’information qu’elles contiennent ; la réduction de la taille des données permettant de
facto l’accélération des traitements. Nous avons d’abord étendu le principe de NMF comprimée au
cas où des mesures d’incertitudes (ou pondérations) sont associées aux données. L’approche propo-
sée fait appel à un formalise EM (pour Expectation-Maximization en anglais) et une compression
bilatérale que nous avons accélérée. Nous avons par ailleurs proposé un nouveau formalisme de
projection aléatoire en flux qui (i) est agnostique aux données, (ii) permet des performances simi-
laires aux projections structurées dépendant des données et (iii) devrait pouvoir pleinement tirer
partie de nouveaux calculateurs dédiés à l’apprentissage comprimé.

Enfin, nous abordons le problème de SCA pour des applications en traitement audio et en
imagerie multi-spectrale. En particulier, nous considérons l’existence de « zones d’analyse » dites
« mono-sources » dans lesquelles une seule variable latente permet de décrire les données. Dans une
zone mono-source, les données sont localement de rang 1 – permettant de proposer de nombreux
critères de détection de ces zones – alors qu’en dehors de ces zones, le nombre de variables latentes
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peut varier. Lorsque de telles hypothèses sont vérifiées, les méthodes de SCA sont généralement
plus performantes que des approches purement statistiques cherchant à résoudre des problèmes si-
milaires. Nous considérons dans le dernier volet de ce mémoire plusieurs problèmes pour lesquels
nous proposons de nouvelles extensions des approches de SCA.

— Tout d’abord, nous étendons les techniques linéaires de SCA au problème post-non-linéaire
de séparation de sources. Dans ce cas, les paramètres de mélange ne sont plus de simples
vecteurs de coefficients mais des données fonctionnelles à estimer puis à inverser. Nous pro-
posons à la fois de nouveaux critères pour détecter les zones mono-sources et de nouvelles
approches pour classifier et estimer les fonctions associés aux non-linéarités des mélanges.

— Par ailleurs, nous proposons une approche temps-réel qui compte et localise des sources
audiophoniques à partir d’un réseau circulaire de microphones. L’approche proposée consiste
à détecter les zones mono-sources et à estimer dans chacune de ces zones la localisation de
la source active. L’estimation finale du nombre de sources et de leur localisation est réalisée
par une approche ad hoc de classification non-supervisée.

— Enfin, nous proposons des extensions pondérées de SCA pour traiter des données partielle-
ment observées par une caméra multi-spectrale miniaturisée. L’estimation des endmembers et
des cartes d’abondance associées permet la restauration (ou dématriçage) des images multi-
spectrales.
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Avant-propos

Ce document – rédigé dans le but d’obtenir l’Habilitation à Diriger des Recherches de l’Uni-
versité du Littoral Côte d’Opale – décrit les activités de recherche que j’ai menées depuis la fin de
ma thèse de doctorat.

Il est organisé en trois parties :

1. La première partie comporte au chapitre 1 un curriculum étendu qui retrace mon parcours
et mes activités d’enseignement et de recherche. Le chapitre 2 synthétise l’ensemble de mes
activités de recherche.

2. Dans la deuxième partie de ce mémoire, j’ai choisi de présenter de manière plus détaillée
trois contributions dans les thématiques de l’analyse en variables latentes, où les notions de
faiblesse de rang, de non-négativité et/ou de parcimonie sont centrales (voir chapitre 3). Plus
particulièrement, le chapitre 4 présente nos travaux en factorisation matricielle informée.
Des approches de factorisation matricielle comprimée sont introduites dans le chapitre 5
tandis que mes activités en analyse en composantes parcimonieuses sont résumées dans le
chapitre 6.

3. Enfin, le chapitre 7 présente quelques pistes de travaux de recherche que je souhaite pour-
suivre dans les années à venir, chacun des thèmes abordés pouvant donner lieu à la définition
d’un futur sujet de thèse.
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Unité de recherche : Laboratoire d’Informatique, Signal, Image de la Côte d’Opale (LISIC – UR

4491)
(1) 50 rue F. Buisson, B.P. 719, 62228 Calais Cedex
(2) Campus de la Malassise, EILCO, 62968 Longuenesse Cedex

Page web : https://www-lisic.univ-littoral.fr/~puigt/

1.2 Parcours professionnel

Depuis 2012 Maître de conférences à l’Université du Littoral Côte d’Opale (ULCO)
2010-2012 Chercheur post-doctorant sous contrat Marie Curie à la Foundation for

Research and Technology – Hellas, Institute of Computer Science (FORTH-
ICS), Héraklion, Crète, Grèce
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2009-2010 Enseignant-chercheur à l’University for Information, Science and Techno-
logy “St Paul the Apostle", Ohrid, Macédoine du Nord

2007-2009 ATER (demi-service) à l’Université Paul Sabatier Toulouse 3
2004-2007 Doctorant & enseignant vacataire à l’Université Paul Sabatier Toulouse 3

(UFR PCA)
2003-2004 Ingénieur dans le cadre d’une ACI avec l’INSERM, au Laboratoire d’Acous-

tique, Métrologie et Instrumentation (LAMI), Toulouse

1.3 Formation

2007 Thèse de doctorat de l’Université de Toulouse, préparée au Laboratoire
d’Astrophysique de Toulouse-Tarbes (UMR 5571 devenu IRAP – UMR 5277
en 2011), mention Très honorable

— Titre : « Méthodes de séparation aveugle de sources fondées sur des
transformées temps-fréquence. Application à des signaux de parole »

— Directeur de thèse : Yannick Deville (PR 61ème section)

— Rapporteurs : Ali Mansour et Eric Moreau (PR 61ème section)

— Jury : J.-P. Bernard, P. Comon (président), Y. Deville, S. Hosseini, A.
Mansour et E. Moreau

2003 DEA Signal, Image et Acoustique de Toulouse, mention Bien

— Mémoire : « Séparation aveugle de sources pour les mélanges à atté-
nuations et retards. Application aux signaux de parole et de musique »

— Encadrant : Yannick Deville

2002 Maîtrise d’Ingénierie Mathématiques, Université de Perpignan, mention
Assez Bien

— Mémoire : « Analyse de Fourier : Introduction à la synthèse sonore »

— Encadrant : Monique Polit (PR 61ème section)

2001 Licence de Mathématiques, Université de Perpignan, mention Assez Bien

2000 DEUG Mathématiques, Informatique Appliquées aux Sciences, Univer-
sité de Perpignan
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Première année mention Bien ; Deuxième année mention Assez Bien

1998 Baccalauréat Scientifique, option Mathématiques, Lycée François Arago,
Perpignan, mention Assez Bien

1.4 Activités d’enseignement

1.4.1 Université du Littoral Côte d’Opale (depuis 2012)

Cette section présente mon activité d’enseignement depuis mon arrivée à l’ULCO et plus parti-
culièrement à l’IUT du Littoral Côte d’Opale (précédemment IUT de Saint-Omer Dunkerque jus-
qu’en 2015). Le volume global d’enseignement (comptabilisant aussi mes RNT et mes différents
suivis de projets, stages et apprentis / contrats de professionnalisation) est fourni sur la tableau 1.4.
Etant affecté à un « petit » département d’IUT, mon service a continuellement augmenté au point
d’avoir atteint prés du double du service statutaire en 2021-2022.

1.4.1.1 Enseignements à l’IUT

1. BUT GEA :

(a) R1.11 Gestion de projet (2022) – TD

2. BUT/DUT GIM :

(a) R1.09 Techniques d’expression et de communication 1 (depuis 2021) : Gestion de projet
– CM et TD – module partagé avec B. Deffontaines

(b) R2.02 Informatique 2 (depuis 2021) – CM, TD, TP

(c) SAÉ Manager (depuis 2021) – CM, TD, TP, suivi

(d) R3.03 Maintenance 3 (depuis 2022) – CM, TD

(e) R3.08 Automatique appliquée 3 (depuis 2022) – CM, TD, TP

(f) Automatique 1 (2012-2021) – CM, TD, TP

(g) Automatique 2 (2012-2021) – CM, TD, TP

(h) Assurance disponibilité des équipements (2012-2021) – CM, TD

(i) Informatique 2 (2012-2020) – TD, TP

(j) Introduction au traitement du signal (2017, 2018) : Module de poursuite d’études longues
en DUT – TD

(k) Analyse fonctionnelle (2020) – TD

3. Bachelor « Industrie & Numérique » 2ème année
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Année universitaire Volume horaire (éq. TD)
2012-2013 237
2013-2014 262
2014-2015 244
2015-2016 269
2016-2017 278
2017-2018 281
2018-2019 294
2019-2020 292
2020-2021 313
2021-2022 328

TABLEAU 1.4 – Volume horaire annuel depuis mon recrutement à l’ULCO.

(a) Optimisation (2020) – CM, TD

4. Licence Professionnelle GRIT / PRIME :

(a) Analyse fonctionnelle, modélisation des systèmes (depuis 2020) – TD

(b) Méthodes qualitatives de sûreté de fonctionnement (depuis 2020) – TD

(c) Méthodes quantitatives pour le contrôle de procédé et la sûreté de fonctionnement (de-
puis 2020) – TD

(d) Gestion des risques industriels (2016-2019) : Approches qualitative et quantitative de
la sûreté de fonctionnement – TD

(e) Traitement des déchets (2016) – TD

(f) Fiabilité, Maintenance (2012-2015) – TD, TP

1.4.1.2 Enseignements à l’EILCO

Parcours génie industriel, troisième année :

1. Supervision industrielle (2012-2019) – CM & TD (de 2014 à 2019), TP (de 2012 à 2014) –
module partagé avec G. Roussel et E. Bardet (2014-2019) et N. Maerten (2012-2014)

2. Automatisme industriel (2012-2014) – TP – module partagé avec N. Maerten

1.4.1.3 Enseignements en Master TSI et MISC

1. Master 2 MISC (2021) : Analyse de données multi-dimensionnelles – CM, TD – module
partagé avec G. Roussel

2. Master 1 MISC (depuis 2022) : Statistiques appliquées – CM, TD – module partagé avec G.
Roussel
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3. Master 2 TSI (depuis 2015) : Problèmes inverses – CM, TD – module partagé avec G. Del-
maire et G. Roussel

1.4.2 University of Crete (2011)

1. Cours invité en séparation de sources audio, Master 2 – CM

1.4.3 University for Information Science and Technology (2009-2010)

L’université ayant été créé en 2009, seule la première année de licence était ouverte et j’ai monté
les cours suivants :

1. Discrete Mathematics – CM + préparation des TD et TP pour les assistants

2. Programming 1 – CM + préparation des TD et TP pour les assistants

3. Digital Signal Processing – CM + préparation des TD et TP pour les assistants

4. Assembly Language Programming – CM + préparation des TD et TP pour les assistants

Chaque cours a fait l’objet d’un syllabus détaillé qui a été soumis au processus de Bologne, pour
obtenir la reconnaissance de crédits ECTS.

1.5 Activités administratives

1.5.1 IUT du Littoral Côte d’Opale (depuis 2012)

— Responsable communication du département GIM depuis septembre 2012

— Création et animation régulière des pages du département sur les réseaux sociaux (Fa-
cebook 1) et du groupe d’alumni du département GIM (LinkedIn 2)

— Refonte en 2013 (passage d’un site conçu en html à un CMS Joomla) et maintien du
site web du département GIM jusqu’en septembre 2016 3 (site fermé depuis au profit
d’un site unique de l’IUT)

— Membre de la commission Communication de l’IUT (depuis janvier 2015) : gestion des
fiches de présentation des départements de l’IUT, participation à la mise à jour de la
plaquette de formation, politique de la communication de l’IUT.

1. https://www.facebook.com/GimSaintOmer
2. https://www.linkedin.com/groups/4830696/.
3. Le site web en 2012 est accessible à http://web.archive.org/web/20120211003856/http://www.

iut-gim-stomer.fr/. Le site web tel qu’il était avant sa fermeture est accessible à : http://web.archive.org/
web/20160110002013/http://iut-gim-stomer.fr/.

18

https://www.facebook.com/GimSaintOmer
https://www.linkedin.com/groups/4830696/
http://web.archive.org/web/20120211003856/http://www.iut-gim-stomer.fr/
http://web.archive.org/web/20120211003856/http://www.iut-gim-stomer.fr/
http://web.archive.org/web/20160110002013/http://iut-gim-stomer.fr/
http://web.archive.org/web/20160110002013/http://iut-gim-stomer.fr/


— Responsable de la Licence Professionnelle Prévention des Risques Industriels, Maintenance,
Environnement (PRIME / janv. 2014 - août 2016) puis Gestion des Risques Industriels et
Technologiques (GRIT / sept. 2016 - août 2023 4)

— Montage du dossier d’apprentissage de la LP GRIT auprès de Formasup (2016)

— Création d’un parcours de la LP GRIT dans le cadre du DU Bachelor « Industrie et
Numérique » de l’EILCO, en partenariat avec le département GIM de l’IUT (2019)

— Membre élu au Conseil d’IUT depuis décembre 2022

— Coordinateur ou co-porteur de plusieurs projets « Bonus Qualité Enseignement » ou de pro-
jets OPCO financés par la taxe d’apprentissage (pour plus de 220 ke de budget)

1.5.2 University for Information Science and Technology (2009-2010)

— Membre du « Sénat » de l’Université (regroupant les fonctions de CA, CS et CFVU)

— Mise en place de séminaires recherche en vue de la création d’un premier laboratoire de
recherche de l’université

— Représentation de l’Université dans diverses occasions (meetings ministériels, pub TV, inter-
view 5)

1.6 Activités de recherche

1.6.1 Encadrement

Dans cette section, je présente mes activités d’encadrement en lien avec mes activités de recherche.
Les suivis d’étudiants en tant que tuteur (université, IUT ou école) ne sont pas comptabilisés ici.

1.6.1.1 Encadrement et direction de doctorants

1. Kinan Abbas (en thèse depuis juin 2021),

— Titre : « Dématriçage et démélange conjoints de vidéos hyperspectrales »

— Taux d’encadrement : 50% (co-direction avec Gilles Roussel 50%)

— Financement : ULCO (50%) et Région Hauts-de-France (50%)

2. Farouk Yahaya (en thèse de mai 2018 à novembre 2021),

4. La LP disparaîtra à la rentrée de septembre 2023, au profil de la troisième année de BUT GIM.
5. L’interview réalisée pour le site challenge :future peut être lue sur https://web.archive.org/web/

20161228060735/challengefuture.org/news/171.
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— Titre : « Compressive informed (semi-)non-negative matrix factorization methods for
incomplete and large-scale data, with application to mobile crowd-sensing data »

— Taux d’encadrement : 50% (co-direction avec Gilles Roussel 50%)

— Financement : ULCO (50%) et Région Hauts-de-France (50%)

— Devenir post-thèse : ATER à l’ULCO (sept. 2021 – juin 2022), chercheur post-doctorant
à l’Inria, Bordeaux (depuis juillet 2022)

3. Clément Dorffer (en thèse de novembre 2014 à décembre 2017),

— Titre : « Méthodes informées de factorisation matricielle pour l’étalonnage de réseaux
de capteurs mobiles et la cartographie de champs de pollution »

— Taux d’encadrement : 50% (co-encadrement avec Gilles Roussel 50%)

— Financement : ULCO (50%) et Pôle Métropolitain de la Côte d’Opale (50%)

— Devenir post-thèse : chercheur post-doctorant au Lab-STICC/ENSTA (Brest, Bretagne)

Par ailleurs, j’ai pu participer aux travaux des doctorants suivants :

4. Pierre Chatelain (en thèse depuis octobre 2019),

— Titre : « Démélange de spectres de type végétation par factorisation matricielle. Appli-
cation à la surveillance de cultures agricoles par imagerie hyperspectrale »

— Directeurs de thèse : Gilles Delmaire et Gilles Roussel

— Implication visible via des publications conjointes [Cha+21 ; Cha+22]

5. Robert Chreiky (en thèse de janvier 2014 à décembre 2017),

— Titre : « Informed Non-Negative Matrix Factorization for Source Apportionment »

— Encadrant et directeurs de thèse : Gilles Delmaire, Gilles Roussel et Antoine Abche

— Implication visible via des publications conjointes [Chr+15 ; Chr+16a ; Chr+16b]

6. Abdelhakim Limem (en thèse de novembre 2010 à novembre 2014),

— Titre : « Méthodes informées de factorisation matricielle non-négative. Application à
l’identification de sources de particules industrielles »

— Taux d’encadrement : 50% (co-encadrement avec Gilles Roussel 50%)

— Encadrant et directeur de thèse : Gilles Delmaire et Gilles Roussel

— Implication visible via des publications conjointes [Lim+13 ; Lim+14a ; Lim+14b ; Plo+14 ;
Del+19]
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1.6.1.2 Encadrement de stagiaires de Master 2 / Troisième année d’école d’ingénieurs

Avant ma prise de poste à l’ULCO et l’IUT du Littoral Côte d’Opale, j’ai pu co-encadrer 4
stagiaires du Master Signal, Image, Acoustique et Optimisation de Toulouse (ce master était alors
commun à l’Université Toulouse III Paul Sabatier et à plusieurs écoles d’ingénieurs, dont l’EN-
SEEIHT) – deux pendant ma thèse et deux pendant mes contrats d’ATER – puis une stagiaire du
Master d’Informatique de l’Université de Crète, lors de mon contrat post-doctoral.

Depuis mon recrutement à l’ULCO, j’ai co-encadré un stagiaire en projet de fin d’études de
l’Ecole d’Ingénieurs du Littoral Côte d’Opale et 4 stagiaires provenant de recrutements extérieurs
(ENSE3 – INP Grenoble, Sup Galilée, Université de Sidi Mohamed Ben Abdallah, à Fès au Maroc).

1. Amine Hadir (Université de Sidi Mohamed Ben Abdallah, Fès, Maroc, de mars à juillet 2022)

— Titre : « Nouvelles méthodes de fusion spectro-spatio-temporelle d’images Sentinel-2
et Sentinel-3 »

— Taux d’encadrement : 50% (co-encadrement avec Ahed Alboody 50%)

— Financement : CNES (via le projet OSYNICO)

— Devenir post-stage : doctorant à Yncrea Ouest, Brest (directeur de thèse : M. El Bouz)

2. Cheick Tidiani Cissé (Sup Galilée, de mars à août 2021)

— Titre : « Fusion spectro-spatio-temporelle d’images Sentinel-2 et Sentinel-3 »

— Taux d’encadrement : 50% (co-encadrement avec Ahed Alboody 50%)

— Financement : SFR Campus de la Mer

— Devenir post-stage : doctorant à l’UTBM et Orange Lab (directeurs de thèse : O. Baala
Canalda, F. Spies, A. Caminda et V. Guillet)

3. Olivier Vu thanh (ENSE3, INP Grenoble, de février à juillet 2020)

— Titre : « Méthodes rapides d’étalonnage in situ de réseaux de capteurs hétérogènes »

— Taux d’encadrement : 50% (co-encadrement avec Farouk Yahaya 30% et Gilles Roussel
20%)

— Financenemt : ULCO

— Devenir post-stage : doctorant à l’Université de Mons (directeur de thèse : N. Gillis)

4. Hélène Devulder (ENSE3, INP Grenoble, de février à juillet 2020)

— Titre : « Application de méthodes de Séparation Aveugle de Sources aux enregistre-
ments audio des boîtes noires »

— Taux d’encadrement : 50% (co-encadrement avec Benjamin Bigot 50%)

— Financement : BEA
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— Devenir post-stage : préparation du concours de professeur des écoles

5. Béranger Bracq (EILCO, de juin à décembre 2017)

— Titre : « Engineering et validation d’un boîtier de mesure de qualité de l’air pour le
crowdsensing »

— Taux d’encadrement : 70% (co-encadrement avec Gilles Roussel 30%)

— Financement : ULCO

6. Despoina Pavlidi (Univ. de Crète, de septembre 2011 à mars 2012)

— Titre : « Real-Time Multiple Sound Source Localization and Counting Using a Circular
Microphone Array »

— Financement : Projet FP7 AVID-MODE

— Co-encadrants : Antony Griffin et Athanasios Mouchtaris

— Devenir post-stage : doctorante à l’Univ. de Crète (directeur de thèse : A. Mouchtaris)

7. Inès Meganem (ENSEEIHT, de mars à septembre 2009)

— Titre : « Méthodes de Séparation Aveugle de Sources basées sur la parcimonie. Appli-
cation aux images »

— Co-encadrant : Yannick Deville

— Devenir post-stage : doctorante à l’Université de Toulouse (directeurs de thèse : Y.
Deville et X. Briottet)

8. Damien Grillière (Univ. Toulouse 3, de février à juin 2009)

— Titre : « Séparation de sources mutuellement corrélées. Application aux signaux astro-
physiques »

— Co-encadrant : Shahram Hosseini

9. Benjamin Bigot (Univ. Toulouse 3, de février à juin 2007)

— Titre : « Méthode à déflation de séparation aveugle de sources en analyse en compo-
santes parcimonieuses – application aux signaux de parole »

— Co-encadrant : Yannick Deville

— Devenir post-stage : doctorant à l’Université de Toulouse (directrice de thèse : R.
André-Obrecht)

10. Dass Bissessur (Univ. Toulouse 3, de février à juin 2005)

— Titre : « Méthodes de séparation aveugle de sources basées sur l’analyse en ondelettes :
Application aux signaux de parole et aux images astrophysiques »

— Co-encadrant : Yannick Deville

— Devenir post-stage : assistant de recherche au Mauritius Oceanography Institute
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1.6.1.3 Encadrement post-doctoral

1. Dr Neda Mashadi (depuis février 2023)

— thèse soutenue à l’Université de Lille et préparée au laboratoire LGCGE

— Objectif : simulations réalistes de données de la qualité de l’air, simulation de mesures
issues de capteurs mobiles et étalonnage in situ de ces capteurs mobiles.

— Co-encadrement avec Cyril Fonlupt, Gilles Roussel et Sébastien Verel

— Financement du contrat : AAP Dialogue Stratégique et de Gestion du rectorat / ULCO
(janvier – décembre 2023)

2. Dr Ahed Alboody (février 2020 – août 2022)

— thèse soutenue à l’Université de Toulouse et préparée aux laboratoires IRIT et CESBIO

— Objectif : fusion d’images multi-spectrales Sentinel-2 et Sentinel-3 pour l’observation
bio-géo-chimique des côtes, en partenariat avec le laboratoire d’Océanographie et Geos-
ciences (LOG – UMR 8187) de l’ULCO.

— Co-encadrement avec Gilles Roussel

— Financement des contrats : ULCO (février – août 2020), ATER (sept. 2020 – août 2022)

1.6.1.4 Autres encadrements de stagiaires ou apprenti en lien avec mes activités de recherche

Niveau M : Dans le cadre de leurs formations au niveau Bac+4, les étudiants doivent souvent
effectuer un stage de 8 semaines minimum.

1. Paul Ducoroy (stage ING2, EILCO, juin-juillet 2021)

— Titre : « Implémentation en Python d’approches d’apprentissage comprimé et analyse
de l’apport d’un calculateur sobre en énergie, dédié à l’intelligence artificielle »

— Taux d’encadrement : 70% (co-encadrement avec Gilles Roussel 30%)

2. Safwane El Bahi (stage ING2, EILCO, juillet-août 2017)

— Titre : « Programmation avancée pour le mobile crowdsensing »

— Taux d’encadrement : 100%

3. Jean-Baptiste Arethens (stage ING2, EILCO, mars-avril 2016)

— Titre : « Amélioration et finalisation d’un boîtier de mesure de la qualité de l’air pour le
crowdsensing »

— Taux d’encadrement : 70% (co-encadrement avec Gilles Roussel 30%)

4. Antoine Poberznick (stage M1, ULCO, mai-août 2015)

23



— Titre : « Développement d’un boîtier de mesure de la qualité de l’air pour le crowdsen-
sing »

— Taux d’encadrement : 50% (co-encadrement avec Gilles Delmaire 50%)

Niveau L : J’ai aussi (co-)encadré plusieurs stages de Licence 3 et de DUT en lien avec mes
activités en développement instrumental :

5. Clément Lams (apprenti L3 Informatique, septembre 2022 – septembre 2023)

— Taux d’encadrement : 70% (co-encadrement avec Jordan Creusier 30%)

— Financement : FCU ULCO (projet QLAPP)

6. Adrien Denys (stage DUT Informatique, avril-juillet 2022)

— Titre : « Développement d’une application mobile d’enquètes en sciences de gestion »

— Taux d’encadrement : 70% (co-encadrement avec Jordan Creusier 30%)

— Financement : FCU ULCO (projet QLAPP)

— Devenir post-stage : Etudiant en L3 Informatique à l’ULCO

7. Clément Lams (stage DUT Informatique, avril-juillet 2022)

— Titre : « Développement d’un site web de création de questionnaires »

— Taux d’encadrement : 70% (co-encadrement avec Jordan Creusier 30%)

— Financement : FCU ULCO (projet QLAPP)

— Devenir post-stage : Etudiant apprenti en L3 Informatique à l’ULCO

8. Chaya-Meda Mamboundou (stage DUT GIM, avril-juillet 2022)

— Titre : « Développement d’un système d’éclairage pour l’acquisition de données hyper-
spectrales à variabilité spectrale »

— Taux d’encadrement : 100%

— Financement : BQR « HyperLighting 1.0 »

— Devenir post-stage : Etudiante en Licence Professionnelle.

9. Enzo Vernalde (stage DUT Informatique, avril-juillet 2022)

— Titre : « Projet QLAPP - Développement d’un site web »

— Taux d’encadrement : 70% (co-encadrement avec Jordan Creusier 30%)

— Financement : FCU ULCO (projet QLAPP)

— Devenir post-stage : Etudiant en L3 Informatique à l’ULCO

10. Elliott Attenborough (stage DUT Informatique, avril-juillet 2021)
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— Titre : « Développement d’une application d’enquètes distantes en sciences de gestion »

— Taux d’encadrement : 70% (co-encadrement avec Jordan Creusier 30%)

— Financement : FCU ULCO (projet QLAPP)

— Devenir post-stage : Elève-ingénieur à Polytech Lille.

11. Helmi Kamel (stage DUT Informatique, avril-juillet 2021)

— Titre : « Ré-écriture, débogage et intégration d’un serveur web pour un système d’en-
quète distante en science de gestion »

— Taux d’encadrement : 70% (co-encadrement avec Jordan Creusier 30%)

— Financement : FCU ULCO (projet QLAPP)

— Devenir post-stage : Elève-ingénieur à ESIEE Paris

12. Tom Maillard (stage DUT Informatique, avril-juillet 2020)

— Titre : « Développement et déploiement d’une application smartphone pour des en-
quêtes en sciences de gestion »

— Taux d’encadrement : 70% (co-encadrement avec Jordan Creusier 30%)

— Financement : FCU ULCO (projet QLAPP)

— Devenir post-stage : Elève-ingénieur à l’IMT Lille Douai.

13. Benoit Defevre (stage DUT Informatique, mai-juillet 2020)

— Titre : « Réalisation, design et ergonomie d’une application web de création de ques-
tionnaires »

— Taux d’encadrement : 50% (co-encadrement avec Jordan Creusier 50%)

— Devenir post-stage : Apprenti en Licence Professionnelle Développement Internet et
Mobile (IUT du Littoral Côte d’Opale)

14. Romain Bève (stage DUT GIM, avril-juillet 2018)

— Titre : « Conception d’un capteur de mesure de champ de vent pour le mobile crowd-

sensing »

— Taux d’encadrement : 70% (co-encadrement avec Gilles Roussel 30%)

— Financement : SUEZ / CUD Dunkerque

— Devenir post-stage : élève-ingénieur à PolyTech Lille

15. Jérémie Deboudt (stage L3 E4I, avril-juin 2014)

— Titre : « Mesure de la qualité de l’air via des capteurs pilotés par une carte Arduino »

— Taux d’encadrement : 100%
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— Devenir post-stage : étudiant en Licence Professionnelle PRIME (IUT Littoral Côte
d’Opale)

16. Xavier Fontaine (stage L3 E4I, avril-juin 2014)

— Titre : « Création d’une application Android permettant de communiquer avec une carte
Arduino »

— Taux d’encadrement : 100%

— Devenir post-stage : étudiant en Licence Professionnelle ERAH (IUT Littoral Côte
d’Opale)

1.6.2 Projets de recherche

Je détaille ci-dessous l’ensemble des projets dans lesquels j’ai été impliqué, sous la forme de
porteur, co-investigateur ou simple participant.

1.6.2.1 Contrats de recherche évalués suite à AAP

2023 Co-investigateur du projet « QLAPP » (Questionnaire mobiLe APPlication)
– Porteur : Jordane Creusier (LEM – UMR 9221)

— Projet financé dans le cadre des AAP Bonus Qualité Recherche de
l’ULCO

— Subvention : 10,8 ke

— Objectif : finalisation et validation terrain d’applications serveur et
smartphone débuté en 2019 (voir Section 1.6.2.2), pour faciliter les en-
quêtes en sciences de gestion
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2022 Porteur du projet « HyperLighting 1.0 » – Vers un éclairage hyperspectral
pour le développement d’approches robustes à la variabilité spectrale (Version
1.0)

— Projet financé dans le cadre des AAP Bonus Qualité Recherche de
l’ULCO

— Subvention : 16,6 ke

— Objectif : création d’un système expérimental permettant de piloter
l’orientation d’une source lumineuse et d’une caméra hyperspectrale
pour générer de manière reproductible de la variabilité spectrale

2020-2023 Co-investigateur du projet « OSYNICO » (Optimisation et SYNergie des
données In situ et COuleur de l’eau pour l’étude de la dynamique biogéo-
chimique des eaux côtières) – Porteur : Vincent Vantrepotte (LOG – UMR
8187)

— Projet financé dans le cadre de l’AAP TOSCA du CNES

— Subvention : 145 ke (achat matériel, gratification stagiaires, salaire
CDD IE)

— Objectif : étude du comportement bio-géo-chimique du milieu marin
côtier, par comparaison des produits issus de données satellitaires et
des données in situ.

— Subvention pour le LISIC : 3 ke d’achat de matériel, la gratification
d’un stagiaire de M2 et la participation à certains coûts de publication
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2018-2020 Co-investigateur du projet « HyperQSE » – Observation hyperspectrale QSE
(Qualité, Sécurité, Environnement) – Porteur : Gilles Roussel (LISIC – EA
4491)

— Projet financé en deux étapes :

1. Bonus Qualité Recherche de l’ULCO fin-2018 (subvention :
10 ke)

2. Financement FEDER-Région Hauts de France début-2020 (sub-
vention de 140 ke pour un budget global de 293 ke)

— Rôle : proposition de projets de recherche autour d’imageurs hyper-
spectraux miniaturisés, en lien avec des applications en Qualité, Sécu-
rité ou Environnement, recherche de devis de matériel

2018-2019 Participant au volet « Qualité de l’Air » du projet Territoire d’Innovation
« Dunkerque l’énergie Créative »

— Etude préparatoire du projet dans le cadre de l’appel à projet TIGA
(Territoire d’Innovation – Grande Ambition !) du PIA3 :

1. Rôle en 2018-2019 : étude bibliographique, étude de faisabilité
technique et développement d’un prototype de capteur miniatu-
risé de champ de vent pour le mobile crowdsensing. Subvention
reçue : 3 ke

2. Projet lauréat fin 2019 et partiellement financé sur la période
2020-2030

— Consortium : Communauté Urbaine de Dunkerque (co-coordinateur),
SUEZ (coordinateur), ULCO (LPCA, UCEIV, LISIC, etc), ATMO
Hauts-de-France, DREAL, AGUR, GMPD et de nombreux acteurs lo-
caux

28



2017 Co-investigateur du projet « DoMaSQ’Air » – Données Massives pour la
Surveillance de la Qualité de l’Air urbain – Porteur : Romain Rouvoy (Cristal
– UMR 9189, U. Lille, Inria, IUF, CNRS)

— Projet obtenu dans le cadre du défi interdisciplinaire MASTODONS du
CNRS

— Consortium : laboratoires CRIStAL (Univ. Lille, CNRS, Inria, IUF, co-
ordinateur), LISIC (ULCO) et PC2A (Univ. Lille, CNRS)

— Rôle : développement de méthodes rapides et robustes d’étalonnage
aveugle de capteurs

— Subvention : 12 ke pour de l’achat de matériel (capteurs de mesure de
la qualité de l’air notamment) et des frais de mission

2015-2017 Co-investigateur du projet « OSCAR » – Observation et Sensibilisation Ci-
toyenne à la qualité de l’Air en Région – Porteur : Gilles Roussel (LISIC –
EA 4491)

— Projet financé par le programme « Chercheurs Citoyens » de la Région
Hauts-de-France,

— Projet labellisé par le Ministère de la Transition écologique et soli-
daire dans le cadre du programme Repère concernant « les recherches
participatives pour la transition écologique »

— Consortium : ATMO Hauts-de-France, Association BES, Inria Lille
Nord Europe, LISIC–ULCO (coordinateur)

— Rôle : développement d’un boîtier connecté de mesure de la qualité de
l’air et d’approches de traitement du signal pour le mobile crowdsen-
sing (étalonnage aveugle, cartographie)

— Budget du projet : 350 ke, dont 45 ke financés par la Région (achat
de matériel, prototypages de cartes de mesure de la qualité de l’air,
missions)
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2014 Porteur du projet « Méthodes de traitement du signal pour le crowdsensing »

— Projet BQR jeune chercheur financé par l’ULCO à hauteur de 5 700 e

— Rôle : mise en place d’une activité de recherche en traitement du signal
autour du mobile crowdsensing

2013-2015 Participant du projet ECUME (Evaluation de la contribution des sources
maritimes sur la teneur en PM10 en Région Nord Pas-de-Calais)

— Projet financé par la DREAL Nord Pas-de-Calais

— Consortium : ATMO Nord Pas-de-Calais, CCM–ULCO, Ecole des
Mines de Douai, INERIS, LISIC–ULCO, UCEIV–ULCO (coordina-
teur)

— Rôle : participation au développement de méthodes informées de NMF
pour la séparation de profils de pollution

2012-2014 Participant d’un projet portant sur l’identification par fusion d’information
des sources de particules fines présentes dans l’air

— Projet financé par la société ArcelorMittal

— Consortium : LISIC–ULCO, UCEIV–ULCO (coordinateur)

— Rôle : participation au développement de méthodes informées de NMF
pour la séparation de profils de pollution

2010-2012 Participant du projet « AVID-MODE »

— Projet européen IAPP du 7ème programme cadre

— Consortium : Cidana (Chine), FORTH-ICS (Grèce, coordinateur), Uni-
versity of Thessaly (Grèce), TWS (Italie)

— Rôle : développement de méthodes de localisation et séparation de
sources audiophoniques

1.6.2.2 Contrats de recherche obtenus de gré à gré
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Depuis 2019 Co-investigateur du projet « Caractérisation et amélioration de la qualité au-
dio des enregistrements CVR » – Porteur : Benjamin Bigot (BEA)

— Projet financé par le BEA

— Subvention : un financement de stage de M2 de 6 mois

— Consortium : BEA (Le Bourget, coordinateur), IRIT (Toulouse), LISIC

— Rôle : étude de l’apport de la séparation de sources sonores dans le
cadre d’un enregistrement CVR

Depuis 2019 Co-porteur du projet « Systèmes d’enquêtes distantes en sciences de ges-
tion » – Co-porteur : Jordan Creusier (LEM – UMR 9221)

— Subvention : plusieurs financements de stages de 12 semaines et un
contrat d’apprentissage de un an par la FCU de l’ULCO

— Consortium : LEM, LISIC

— Rôle : développement d’applications serveur et smartphone pour les
enquêtes en sciences de gestion

1.6.3 Quelques éléments de reconnaissance scientifique

1.6.3.1 Prime individuelle

— Bénéficiaire de la prime individuelle (C3) du Régime Indemnitaire des Personnels Enseignants-
Chercheurs (RIPEC) pour le volet « Activités scientifiques » depuis 2022.

1.6.3.2 Prix obtenus

— Prix « Jose Bioucas Dias Outstanding Paper » du meilleur article durant la conférence IEEE
WHISPERS 2022 :

K. Abbas, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Filtering-based endmember identifica-

tion method for snapshot spectral images, in Proc. 12th IEEE WHISPERS Conference,
Roma, Italy, September 2022.

— Prix du meilleur poster durant la Journée Régionale des Doctorants en Automatique, organi-
sée par le GRAISyHM à Lille en 2019 :

F. Yahaya, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, NMF for Big Data with Missing Entries :

A Random Projection Based Approach.
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1.6.3.3 Expertise pour des instances nationales et internationales

— Décembre 2019 : expertise pour le Réseau de Recherche Qualité de l’Air en Ile-de-France
(DIM-QI2 https://www.dim-qi2.fr/)

— Septembre 2017 : expertise pour l’Association Nationale Recherche et Technologie (ANRT)

— Octobre 2016 : expertise pour le Singapore-MIT Alliance for Research and Technology
(SMART https://smart.mit.edu/)

1.6.3.4 Participation à des jurys de thèses

1. Florentin Delaine (Institut Polytechnique de Paris – Ecole Polytechnique, soutenue le 04/12/2020)

— Titre : « Étalonnage in situ de l’instrumentation bas coût pour la mesure de grandeurs
ambiantes : méthode d’évaluation des algorithmes et diagnostic des dérives »

— Directeurs de thèse : B. Lebental et H. Rivano

— Rôle : membre invité

2. Robert Chreiky (ULCO et Univ. Balamand – Liban, soutenue le 19/12/2017)

— Titre : « Informed Non-Negative Matrix Factorization for Source Apportionment »

— Encadrant et directeurs de thèse : G. Delmaire, G. Roussel et A. Abche

— Rôle : membre invité

3. Abdelhakim Limem (ULCO, soutenue le 21/11/2014)

— Titre : « Méthodes informées de factorisation matricielle non négative : Application à
l’identification de sources de particules industrielles »

— Encadrant et directeur de thèse : G. Delmaire et G. Roussel

— Rôle : membre invité

1.6.3.5 Membre externe de comités de suivi individuel de thèse

1. Mostafa Bella (Université Paul Sabatier Toulouse 3 et Université Ibn Zohr – Maroc)

— Date du CSI : 27/04/2022

— Titre : « Séparation aveugle de sources en mélanges convolutifs : Application aux si-
gnaux audio et astrophysiques »

— Directeurs de thèse : Shahram Hosseini et Hicham Saylani

2. Ayoub Boumchich (Université Le Mans)

— Dates des CSI : 24/06/2022, 04/06/2021 et 07/01/2021
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— Titre : « Mesure acoustique environnementale sur smartphone : de l’évaluation de la
qualité des données à la production de cartes de bruit pertinentes »

— Directeurs de thèse : Judicael Picaut et Erwan Bocher

3. Florentin Delaine (Institut Polytechnique de Paris – Ecole Polytechnique)

— Date du CSI : 15/05/2019

— Titre : « Cycle de vie de l’instrumentation urbaine à bas coût : méthodologie de fiabili-
sation des données à faible impact environnemental »

— Directeurs de thèse : Bérengère Lebental et Hervé Rivano

1.6.3.6 Activités éditoriales et organisation de session dans des conférences internationales

— Topic Editor pour MDPI Sensors

— Editeur invité pour un numéro spécial de MDPI Sensors (numéro intitulé « Machine Lear-
ning, Signal, and/or Image Processing Methods to Enhance Environmental Sensors » co-édité
avec G. Tzagkarakis, G. Delmaire et G. Roussel – voir https://www.mdpi.com/journal/
sensors/special_issues/mlsipmeees)

— Co-organisateur d’une session spéciale à la conférence internationale ESANN 2017 : “En-

vironmental signal processing : new trends and applications” co-organisée avec G. Delmaire
et G. Roussel

1.6.3.7 Activités de relecture

1. Revues internationales :

— IEEE Access,

— IEEE Journal of Selected Topics in Signal Processing,

— IEEE Sensors Journal,

— IEEE/ACM Transactions on Audio, Speech, and Language Processing,

— IEEE Transactions on Cybernetics,

— IEEE Transactions on Signal Processing,

— IEEE Transactions on Neural Networks and Learning Systems,

— Elsevier Environmental Pollution,

— Elsevier International Journal of Disaster Risk Reduction,

— Elsevier Mechanical Systems and Signal Processing,

— Elsevier Digital Signal Processing,
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— Elsevier Signal Processing,

— MDPI Sensors,

— Springer Cognitive Computation.

2. Conférences internationales et nationales :

— ESANN (depuis 2018),

— GRETSI (2022),

— IEEE WASPAA (2021),

— IEEE Sensors Conference (2020),

— EUSIPCO (2012–2014/2017/2018),

— LVA-ICA (2010/2017/2018),

— ISOEN (2019/2022),

— IEEE ECMSM (2015/2017),

— CysWater (2018),

— IEEE IROS (2014),

— DSP (2013),

— Interspeech (2011),

— CARI (2008).

1.6.3.8 Séminaires invités

1. M. Puigt, Informed nonnegative matrix factorization for mobile sensor calibration, LIF, Mar-
seille, France, 3 mars 2017.

2. M. Puigt, Informed Non-negative Matrix Factorization for Industrial Pollution Identification,
GIPSA-lab, Grenoble, France, 23 février 2015.

3. M. Puigt, Informed Non-negative Matrix Factorization for Industrial Pollution Identification,
FORTH-ICS, Heraklion, Crete, Greece, October 31, 2014.

4. M. Puigt, Quasi-Non-Sparse Component Analysis methods and their applications, FORTH-
ICS, Heraklion, Crete, Greece, June 21, 2010.

5. M. Puigt, Méthodes de séparation aveugle de sources fondées sur des transformées temps-

fréquence. Application à des signaux de parole, séminaire de l’équipe SA-IGA du GIPSA-
lab, Grenoble, Avril 2008.
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1.6.3.9 Séjours invités

— LIF, Marseille (2 jours en 2017), invité par V. Emiya

— GIPSA-lab, Grenoble (2 jours en 2015), invité par C. Jutten

— FORTH-ICS, Héraklion, Crète, Grèce (5 jours en 2014), invité par A. Mouchtaris

— FORTH-ICS, Héraklion, Crète, Grèce (3 jours en 2010), invité par A. Mouchtaris

1.6.3.10 Diffusion « grand public » des activités de recherche

1. Présentation ludique des applications des factorisations matricielles, en traitement du
signal et des images, aux étudiants de L1 informatique dans le cadre de leur module PPP en
février 2017 et en mars 2019.

2. Interview pour le site sciences-en-ligne.net en février 2017 6.

3. Participation à la Nuit des chercheurs, organisée par la COMUE Lille Nord de France, à
Dunkerque en septembre 2015.

4. Participation à la Fête de la Science à la BULCO de Calais en novembre 2014 : démonstra-
tions audiophoniques de la séparation aveugle de sources.

5. Présentation régulière du traitement du signal et de la séparation aveugle de sources aux
stagiaires de collège présents au LISIC.

1.7 Principales collaborations

Je recense ci-dessous les auteurs hors travaux de thèse – classés par ordre alphabétique – avec
qui je compte au moins deux publications communes ou avec qui des projets sont en cours.

1. Benjamin Bigot (BEA, Le Bourget, France)

2. Dominique Courcot (UCEIV, ULCO, Dunkerque, France)

3. Jordane Creusier (LEM, CNRS, ULCO, Boulogne-sur-Mer, France)

4. Gilles Delmaire (LISIC, ULCO, Calais/Longuenesse, France)

5. Yannick Deville (IRAP, OMP, CNRS, CNES, Université Toulouse 3 Paul Sabatier, Toulouse,
France)

6. Anthony Griffin (précédemment à FORTH-ICS, Heralklion, Crète, Grèce, aujourd’hui à AUT
University, Aukland, Nouvelle Zélande)

6. Voir l’article « Mesure participative de la qualité de l’air » à https://exploratheque.net/articles/
mesure-participative-de-la-qualite-de-l-air.
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7. Cédric Jamet (LOG, CNRS, ULCO, Wimereux, France)

8. Athanasios Mouchtaris (précédemment à FORTH-ICS et University of Crete, Heraklion,
Crète, Grèce, aujourd’hui à Amazon Alexa, USA)

9. Gilles Roussel (LISIC, ULCO, Calais/Longuenesse, France)

10. Vincent Vantrepotte (LOG, CNRS, ULCO, Wimereux, France)

11. Emmanuel Vincent (Inria, Nancy, France)

1.8 Liste de publications

La liste complète de mes publications est aussi accessible sur ma page personnelle : https:
//www-lisic.univ-littoral.fr/~puigt/publis.html. Elles sont classées ainsi :

1. les revues internationales à comité de lecture (RI) indexées JCR;

2. les articles invités (AI) ;

3. les conférences internationales avec actes et comité de lecture (CIACL) ;

4. les conférences nationales avec actes et comité de lecture (CNACL) ;

5. les actes de workshops internationaux (WI) ;

6. les communications dans des conférences internationales sans actes (CI) ;

7. les actes de conférences francophones (ACF)

8. les communications dans les conférences francophones sans acte et dans les journées scien-
tifiques (CF).

Les étudiants pour lesquels j’ai participé à l’encadrement sont soulignés.

1.8.1 Revues internationales à comité de lecture

[RI-7] P. Chatelain, G. Delmaire, A. Alboody, M. Puigt, G. Roussel, Semi-automatic Spectral Image stit-

ching for a compact hybrid linescan hyperspectral camera. Application to remote monitoring of po-

tatoe crop leafs in micro agriculture, Sensors, Volume 21, Issue 22, Article number 7616, special

issue on “Machine Learning, Signal, and/or Image Processing Methods to Enhance Environmental

Sensors”, November 2021.

[RI-6] G. Delmaire, M. Omidvar, M. Puigt, F. Ledoux, A. Limem, G. Roussel, D. Courcot, Informed Weigh-

ted Non-negative Matrix Factorization Using αβ -Divergence Applied to Source Apportionment, En-

tropy, Volume 21, Issue 3, Article number 253, special issue on “Information Theory Applications in

Signal Processing”, March 2019.
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[RI-5] C. Dorffer, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Informed nonnegative matrix factorization methods

for mobile sensor network calibration, IEEE Transactions on Signal and Information Processing over

Networks, vol. 4, no. 4, pp. 667–682, December 2018.

[RI-4] A. Limem, G. Delmaire, M. Puigt, G. Roussel, D. Courcot, Non-negative matrix factorization un-

der equality constraints—a study of industrial source identification, Applied Numerical Mathematics

(APNUM), Volume 85, pp. 1-15, November 2014.

[RI-3] D. Pavlidi, A. Griffin, M. Puigt, A. Mouchtaris, Real-time multiple sound source localization and

counting using a circular microphone array, IEEE Transactions on Audio, Speech, and Language

Processing, Volume 21, Issue 10, pp. 2193-2206, October 2013.

[RI-2] Y. Deville, M. Puigt, Temporal and time-frequency correlation-based blind source separation me-

thods. Part I : Determined and underdetermined linear instantaneous mixtures, Signal Processing,

Volume 87, Issue 3, pp. 374-407, March 2007.

[RI-1] M. Puigt, Y. Deville, Time-frequency ratio-based blind separation methods for attenuated and time-

delayed sources, Mechanical System and Signal Processing (MSSP), Volume 19, Issue 6, pp. 1348-

1379, November 2005.

1.8.2 Articles invités dans des conférences internationales avec actes

[AI-1] M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Environmental signal processing : new trends and applications,

Proceedings of the 25th European Symposium on Artificial Neural Networks, Computational Intelli-

gence and Machine Learning (ESANN 2017), Bruges, Belgium, April 26-28, 2017.

Article d’introduction à la session spéciale éponyme organisée par G. Delmaire, M. Puigt et G. Rous-

sel à cette conférence.

1.8.3 Conférences internationales avec actes et comité de lecture

[CIACL-35] K. Abbas, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Joint unmixing and demosaicing methods for snapshot

spectral images, to appear in Proc. 48th IEEE International Conference on Acoustics, Speech, and

Signal Processing (ICASSP’23), Rhodes, Greece, June 4-10, 2023.

[CIACL-34] A. Alboody, M. Puigt, G. Roussel, V. Vantrepotte, C. Jamet, T. K. Tran, DEEPSEN3 : Deep multi-

scale learning model for spatio-spectral fusion of Sentinel-2 and Sentinel-3 remote sensing images,

Proc. of the 12th Workshop on Hyperspectral Imaging and Signal Processing : Evolution in Remote

Sensing (WHISPERS 2022), Roma, Italy, September 13-16, 2022.

[CIACL-33] K. Abbas, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Filtering-based endmember identification method for

snapshot spectral images, Proc. of the 12th Workshop on Hyperspectral Imaging and Signal Proces-

sing : Evolution in Remote Sensing (WHISPERS 2022), Roma, Italy, September 13-16, 2022.

Prix du meilleur article "WHISPERS Jose Bioucas Dias award"
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[CIACL-32] C. T. Cissé, A. Alboody, M. Puigt, G. Roussel, V. Vantrepotte, C. Jamet, T. K. Tran, A new deep

learning method for multispectral image time series completion using hyperspectral data, Proc. 47th

IEEE International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing (ICASSP’22), pp. 1546–

1550, Singapore / Virtual, May 2022.

[CIACL-31] A. Alboody, M. Puigt, G. Roussel, V. Vantrepotte, C. Jamet, T. K. Tran, Experimental comparison of

multi-sharpening methods applied to Sentinel-2 MSI and Sentinel-3 OLCI images, Proc. 11th Work-

shop on Hyperspectral Image and Signal Processing : Evolution in Remote Sensing (WHISPERS’21),

Virtual, 2021.

[CIACL-30] O. Vu thanh, M. Puigt, F. Yahaya, G. Delmaire, G. Roussel, In situ calibration of cross-sensitive

sensors in mobile sensor arrays using fast informed non-negative matrix factorization, Proc. 46th

IEEE International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing (ICASSP’21), Toronto,

Canada / Virtual, pp. 3515–3519, June 6-11, 2021.

[CIACL-29] F. Yahaya, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Random projection streams for (weighted) nonnegative

matrix factorization, Proc. 46th IEEE International Conference on Acoustics, Speech, and Signal

Processing (ICASSP’21), pp. 3280-3284, Toronto, Canada / Virtual, June 6–11, 2021.

[CIACL-28] F. Yahaya, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Gaussian compression stream : principle and preli-

minary results, Proceedings of iTWIST : international Traveling Workshop on Interactions between

low-complexity data models and Sensing Techniques, Nantes, France, December 2–4, 2020.

[CIACL-27] F. Yahaya, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, How to apply random projections to nonnegative ma-

trix factorization with missing entries?, Proceedings of the 27th European Signal Processing Confe-

rence (EUSIPCO), A Coruña, Spain, September 2–6, 2019.

[CIACL-26] F. Yahaya, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Faster-than-fast NMF using random projections and

Nesterov iterations, Proceedings of iTWIST : international Traveling Workshop on Interactions bet-

ween low-complexity data models and Sensing Techniques, Marseille, France, November 21-23,

2018.

[CIACL-25] C. Dorffer, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Outlier-robust blind calibration of sensor networks,

Proceedings of the 13th IEEE International Workshop on Electronics, Control, Measurement, Signals

and their application to Mechatronics (ECMSM 2017), San Sebastian, Spain, May 24–26, 2017.

[CIACL-24] C. Dorffer, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Fast nonnegative matrix factorization and comple-

tion using Nesterov iterations, Proceedings of the 13th International Conference on Latent Variable

Analysis and Signal Separation (LVA/ICA 2017), Lecture Notes in Computer Science, vol. 10169, pp.

26–35, Grenoble, France, February 21–24, 2017.

[CIACL-23] R. Chreiky, G. Delmaire, M. Puigt, G. Roussel, A. Abche, Informed split gradient non-negatice ma-

trix factorization using Huber cost function for source apportionment, Proceedings of the 16th IEEE

International Symposium on Signal Processing and Information Technology (ISSPIT 2016), Limas-

sol, Cyprus, December 12-14, 2016.
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[CIACL-22] R. Chreiky, G. Delmaire, C. Dorffer, M. Puigt, G. Roussel, A. Abche, Robust informed split gradient

NMF using Alpha Beta-divergence for source apportionment, Proceedings of the 26th IEEE Interna-

tional Workshop on Machine Learning for Signal Processing (MLSP 2016), Vietri Sul Mare, Salerno,

Italy, September 13–16, 2016.

[CIACL-21] C. Dorffer, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Nonlinear mobile sensor calibration using informed

semi-nonnegative matrix factorization with a Vandermonde factor, Proceedings of the 9th IEEE Sen-

sor Array and Multichannel Signal Processing Workshop (SAM 2016), Rio de Janeiro, Brazil, July

10–13, 2016.

[CIACL-20] C. Dorffer, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Blind mobile sensor calibration using an informed

nonnegative matrix factorization with a relaxed rendezvous model, Proceedings of the 41st IEEE

International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing (ICASSP 2016), pp. 2941–

2945, Shanghai, China, March 20–25, 2016.

[CIACL-19] C. Dorffer, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Blind calibration of mobile sensors using informed

nonnegative matrix factorization, Proceedings of the 12th International Conference on Latent Variable

Analysis and Signal Separation (LVA/ICA 2015), Springer International Publishing Switzerland, vol.
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Chapitre 2

Synthèse des travaux

Ce chapitre résume l’ensemble de mes activités de recherche depuis ma soutenance de thèse,
selon un ordre chronologique. D’une manière générale, je m’intéresse à l’analyse en variables

latentes à partir de données multi-variées. Plus particulièrement, je cherche à estimer des variables
latentes organisées sous la forme de deux matrices G et F de dimensions respectives n× p et p×m à
partir d’une matrice de données X de taille n×m. Selon les applications, une matrice de pondération
W est aussi associée à la matrice de données. Il est à noter que W peut avoir des valeurs nulles en
cas de données manquantes dans X . Ces quatre matrices sont liées par la relation :

W ◦X ≈W ◦ (G ·F), (2.1)

où les symboles ◦ et · représentent respectivement le produit de Hadamard et le produit matriciel.
Selon les applications et les méthodes associées, la valeur de p est strictement inférieure (respecti-
vement supérieure ou égale) à min(n,m).

Les approches proposées ont été principalement appliquées à la séparation aveugle et informée
de sources (sources sonores, sources de pollution atmosphérique, imagerie multi- et hyperspec-
trale), mais aussi à l’étalonnage in situ de capteurs, au démélange et au dématriçage conjoints d’un
capteur multispectral « snapshot » ou encore à la localisation de sources sonores. Les approches dé-
veloppées font appel à des propriétés de non-négativité. Je me suis aussi intéressé à l’influence de
certains effets sur les performances de méthodes de séparation de sources (mesures de dépendance
des signaux de parole et de musique, influence du codage audio) et à des applications nouvelles
(séparation de sources sonores issues de boîtes noires aéronautiques).

De plus, dans le cadre d’un co-encadrement post-doctoral, j’ai pu m’intéresser aux approches
d’apprentissage profond pour la fusion spatio-spectrale, spatio-temporelle et spatio-spectro-temporelle
d’images satellitaires.

Enfin, dans le cadre de ces activités, j’ai pu participer à la co-conception de capteurs divers.
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2.1 Travaux de thèse

J’ai commencé à m’intéresser à l’analyse en composantes parcimonieuses (SCA pour Sparse

Component Analysis en anglais) lors de mon stage de DEA puis de ma thèse de doctorat [Pui07].
Ces approches supposent que les variables latentes permettant de générer les données observées
sont parcimonieuses, éventuellement via un dictionnaire. Sous réserve que leurs hypothèses soient
satisfaites, elles permettent de plus de traiter le cas où p > min(n,m).

Dans le cadre de la séparation de sources, ces approches permettent de traiter le cas dit sous-

déterminé où le nombre de signaux sources est supérieur à celui des signaux observés. Pour cela,
les approches de SCA font l’hypothèse que les données observées – représentés sous la forme
d’une matrice X s’il n’y a pas de transformée appliquée aux données – sont globalement de rang
déficient mais localement de faible rang (et même localement de rang 1 pour les approches de SCA
historiques). En pratique, de nombreuses méthodes de SCA (i) supposent que toutes les données
sont de même qualité 1, (ii) estiment les paramètres de mélange – stockés dans une des matrices de
l’équation (2.1), disons G, dans le cas de mélanges linéaires instantanés – puis (iii) estiment F par
résolution d’un problème inverse parcimonieux voire par inversion de G si cela est possible. Alors
que les premières approches de SCA proposées supposaient que chaque point observé ne pouvait
être associé qu’à une seule source [YR04], les travaux proposés dans l’équipe de Y. Deville – dont
mes propres travaux de thèse [Pui07] – supposaient que les sources pouvaient être recouvrantes
sauf dans certaines zones – dites mono-sources – à trouver où une seule source était présente.
Durant ma thèse, j’ai notamment travaillé sur le développement des méthodes TIFROM [DPA04 ;
PD05 ; PD06b] et TIFCORR [DP07 ; PD06a ; PD07] pour des mélanges 2 linéaires instantanés et
anéchoïques de signaux audio, mais aussi pour des applications en astrochimie [Ber+09 ; Pui+09].

2.2 Travaux durant mes contrats d’ATER (2007–2009)

Durant mes contrats d’ATER à l’Université Toulouse III – Paul Sabatier de 2007 à 2009, nous
avons développé de nouvelles extensions de ces approches de SCA pour tenir compte de décalages
temporels non-entiers dans le cas de mélanges anéchoïques [PD09] et, dans le cadre du PFE d’I.
Meganem, nous avons proposé de nouvelles méthodes de SCA dédiées aux images [MDP10].

Par ailleurs, en collaboration avec E. Vincent et Y. Deville, j’ai également étudié la validité de
l’hypothèse d’indépendance statistique – énoncée et nécessaire en analyse en composantes indé-
pendantes (ICA pour Independent Component Analysis en anglais) [CJ10 ; HKO01] – appliquée
aux signaux de parole et de musique [PVD09]. En particulier, nous avons étudié certaines mesures

1. Dans ce cas, la matrice W est une matrice dont toutes les entrées valent 1.
2. Il y a aussi dans [Pui07] un chapitre théorique pour étendre ces approches au cas de mélanges convolutifs.
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de dépendance, dans les domaines temporel et temps-fréquence, respectivement dans le cadre de
mélanges instantanés et convolutifs. De plus, nous avons testé plusieurs méthodes d’ICA, basées
sur les mesures de dépendance ci-dessus, sur les mêmes signaux sources. Nous avons montré expé-
rimentalement que les sources de parole et de musique ont tendance à avoir le même comportement
moyen pour des durées de signaux supérieures à 20 ms, mais que les signaux musicaux fournissent
des mesures de dépendance et des valeurs de rapport signal à interférence plus étalées. Enfin, nous
avons montré expérimentalement que l’information mutuelle non-stationnaire Gaussienne [PC01]
est mieux adaptée aux signaux audio que l’information mutuelle [KSG04].

2.3 Travaux à FORTH-ICS (2010–2012)

Durant mon contrat post-doctroral à FORTH-ICS financé par le projet européen FP7 IAPP
AVID MODE, de 2010 à 2012, je me suis intéressé aux extensions post-non-linéaires des approches
de SCA et plus particulièrement à l’identification des paramètres non-linéaires de mélanges dans
des zones mono-sources à trouver. Nous avons testé et proposé plusieurs critères pour trouver les
zones mono-sources ainsi que plusieurs techniques de clustering des données fonctionnelles is-
sues des nuages de points des observations dans les zones mono-sources [PGM11; PGM12a]. Ces
étapes permettent ensuite l’application de stratégies d’estimation finale des sources proposées par
d’autres auteurs qui supposaient des propriétés de parcimonie beaucoup plus fortes [vS06]. Enfin,
nous avons montré qu’avec les mêmes hypothèses de parcimonie, nous pouvions traiter certains
mélanges non-linéaires généraux [PGM12a].

Par ailleurs, dans le cadre du stage de Master 2 de D. Pavlidi, nous nous sommes intéressés
à l’estimation du nombre de locuteurs et à leur localisation en temps réel. Pour cela, nous avons
utilisé un réseau circulaire de microphones – qui permet notamment de résoudre certaines ambi-
guïtés de localisation – et nous avons étendu une approche de localisation de source unique dédiée
à cette géométrie de capteurs [KS07] au cas multi-source. L’approche proposée considérait une
courte trame temporelle dans laquelle des transformées de Fourier à court terme étaient calculés et
des zones mono-sources étaient recherchées en utilisant la méthode proposée dans [PD07]. Dans
ces zones, une estimation de la direction de la source sonore était réalisée en utilisant la méthode
proposée dans [KS07]. Enfin, une étape finale de classification circulaire était réalisée pour comp-
ter et localiser les multiples sources présentes. Plusieurs approches de classification ont ainsi été
proposées [Pav+12b ; Pav+12a ; Gri+12] et les méthodes proposées se sont montrées plus précises
que les approches de traitement d’antenne à large bande [Pav+13].

Enfin, avec E. Vincent, Y. Deville, A. Griffin et A. Mouchtaris, nous nous sommes intéressés à
l’effet du codage audio avec pertes sur les performances d’ICA [Pui+13]. Nous avons montré que,
même si le taux de débit est élevé, la diversité spatiale due au codage stéréo MP3 a de sérieux effets
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sur les performances des méthodes ICA classiques alors que le filtrage spectro-temporel dû à la
compression mono n’a presque aucun effet. Nous avons finalement conclu au besoin de méthodes
de séparation de sources de nouvelle génération qui prennent en compte la procédure de codage
audio, par exemple pour les systèmes audio immersifs (fournissant des dizaines d’observations
codées conjointement).

2.4 Travaux au LISIC (depuis 2012)

2.4.1 Factorisation informée en matrices (semi-)non-négatives

Lors de mon arrivée à l’ULCO et au LISIC, j’ai participé aux travaux en cours dans le groupe
animé par Gilles Roussel portant sur la factorisation en matrices non-négatives 3 (NMF pour Non-

negative Matrix Factorization en anglais). En effet, lors de mon arrivée en septembre 2012, des
travaux avaient déjà été initiés [Del+10] et une thèse était en cours (thèse d’A. Limem [Lim14])
dans le cadre d’un projet avec la société ArcelorMittal et le laboratoire UCEIV de l’ULCO. De plus,
le projet ECUME était sur le point de démarrer, toujours avec le laboratoire UCEIV mais aussi avec
l’IMT de Lille-Douai, l’agence Nord Pas-de-Calais de la DREAL et l’association ATMO Nord Pas-
de-Calais. Ces travaux ont ensuite été poursuivis dans le cadre de la thèse de R. Chreiky [Chr17].

Ces projets avaient pour objectif le développement d’approches informées de NMF pour le
partitionnement de sources, c.-à-d. un problème de séparation de sources de particules fines en
suspension dans l’air. Dans ce problème, la matrice F contient les profils des polluants présents dans
l’atmosphère alors que la matrice G contient les contributions de ces polluants. Ce problème est
plutôt complexe car il rassemble plusieurs difficultés. Les données – obtenues par analyse chimique
de filtres – sont associées à une incertitude qui sont arrangées sous forme d’une matrice W . De plus,
il peut y avoir des données aberrantes dans X . Enfin et malheureusement, les a priori classiques
permettant de garantir l’unicité de la solution de la NMF (par exemple la séparabilité [DS04]) ne
sont pas satisfaits.

Heureusement, nous avons à notre disposition des connaissances d’experts de type contraintes
égalités et inégalités sur les valeurs de F qui permettent de régulariser le problème. De plus, la
position du capteur de particules et de certaines sources ponctuelles de pollution (par exemple,
cheminées industrielles) sont connues, permettant de contraindre certaines valeurs de G. L’origina-
lité des approches proposées réside notamment dans la prise en compte de ces connaissances dans
la paramétrisation de la fonction de coût de la NMF pondérée [Lim+13 ; Lim+14b ; Lim+14a] et
de l’utilisation d’un modèle plume Gaussien pour forcer à zero certaines contributions de sources

3. On parle de « matrice non-négative » par traduction de l’expression anglaise “nonnegative matrix”, c.-à-d. qu’on
considère une matrice à valeurs positives ou nulles.
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industrielles ponctuelles [Plo+14]. Enfin, des fonctions de coût robustes aux valeurs aberrantes
[Lim+14b ; Chr+16a ; Del+19 ; Chr+16b] et des mises à jour dédiées au problème [Lim+14a ;
Del+19 ; Chr+15 ; Chr+16a ; Chr+16b] ont été proposées. D’un point de vue expérimental, l’ap-
port de ces connaissances permet à la NMF informée d’être moins sensible à l’initialisation qu’une
NMF aveugle et d’obtenir des résultats plus réalistes d’un point de vue chimique [Lim14].

Dans le cadre de mon projet d’intégration au LISIC, je me suis intéressé au crowdsensing,
c.-à-d. à l’utilisation d’une foule de capteurs pour l’observation de phénomènes. Ces travaux ont
été réalisés dans le cadre du projet « chercheurs-citoyens » OSCAR (financé par la Région Nord
Pas-de-Calais et labellisé dans le cadre du programme REPERE du Ministère de la Transition
Ecologie et Solidaire) et du projet CNRS MASTODONS DoMasQ’Air. Ces deux projets étaient
en partenariat avec l’équipe-projet Spirals de l’Inria et Atmo Hauts-de-France. L’association BES
était aussi partenaire du projet OSCAR alors que le laboratoire PC2A de L’Université de Lille était
aussi partenaire du projet DoMasQ’air. Par ailleurs, ces travaux ont eu lieu dans le cadre des thèses
de C. Dorffer [Dor17] et de F. Yahaya [Yah21] mais aussi des stages de PFE de B. Bracq et d’O.
Vu thanh. Ces projets avaient pour objectif la mesure citoyenne de la qualité de l’air, au moyen
de capteurs miniaturisés et portés par des volontaires. Ces capteurs sont généralement bas-coût et
voient leur réponse dériver au cours du temps, nécessitant un ré-étalonnage régulier (typiquement
une fois toutes les 3 ou 4 semaines).

Or, il est généralement (i) difficile de faire régulièrement revenir en laboratoire des volontaires
portant ces capteurs et (ii) coûteux de réaliser en laboratoire un ré-étalonnage d’un grand nombre
capteurs de la qualité de l’air. L’objectif de l’étalonnage in situ de capteurs consiste à corriger la dé-
rive des réponses des capteurs à partir des données qu’ils génèrent. Dans la mouvance de l’internet
des objets, cette problématique est donc un sujet d’actualité [MZT18 ; DLR19]. Les méthodes de
la littérature sont généralement propres à un type de réseau de capteurs (capteurs fixes ou mobiles,
modèle d’étalonnage linéaire ou non-linéaire, présence de valeurs de référence ou pas, possibilité
de rendez-vous entre capteurs ou pas) [MZT18 ; DLR19].

Dans nos travaux, nous avons principalement 4 étudié l’étalonnage de capteurs mobiles en pré-
sence d’un faible nombre de références. Nous avons alors formalisé le problème sous la forme
d’une factorisation matricielle (semi-)non-négative informée. Plus particulièrement, (i) la matrice
X contient les mesures brutes (typiquement des tensions) de chaque capteur dans l’ensemble des
positions possibles d’une scène, durant un petit intervalle de temps, ainsi que les mesures de cap-
teurs de référence supposées sans erreur dans sa dernière colonne ; (ii) la matrice G est structurée
par la fonction d’étalonnage du capteur (linéaire, affine, multi-linéaire, non-linéaire) et contient les
concentrations observées ; (iii) la matrice F contient l’ensemble des valeurs d’étalonnage du réseau
de capteur ainsi qu’une colonne fixe pour tenir compte des valeurs dans la dernière colonne dans

4. Nous nous sommes aussi un peu intéressés au cas de capteurs fixes [Dor+17b].
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X et (iv) la matrice W contient les mesures de confiance associées à chaque entrée de X . Certaines
valeurs de W valant zéro en cas d’absence de mesure correspondant dans X .

Dans le cas où les paramètres d’étalonnage sont non-négatifs, la modélisation du problème est
similaire à celle de partitionnement de sources ci-dessus [Dor+15] et les incertitudes d’échelle et de
permutation propres à toute factorisation matricielle sont gérées par les contraintes sur G et F . Sous
réserve que nous ayons assez de données sur les lignes de X – correspondant aux « rendez-vous »
de capteurs [Sau+14] – et que nous rajoutions des a priori de type dictionnaire [Dor+16a ; Dor+18]
ou modèle spatial [Dor17], ces méthodes permettent de réaliser à la fois l’étalonnage du réseau de
capteurs et la cartographie des phénomènes physiques partiellement observés. Nous avons proposé
de nombreuses extensions de ces méthodes pour traiter des réponses de capteurs qui soient affines
[Dor+18], non-linéaires [Dor+16b], multi-linéaires [Vu +21] et variant dans le temps [Yah21]. D’un
point de vue méthodologique, nous avons proposé des approches faisant appel à des mises à jour
multiplicatives [Dor+18], basées sur une descente de gradient [Dor+16b] ou un gradient optimal
de Nesterov [Vu +21]. Par ailleurs, nous avons aussi combiné cette dernière technique à des pro-
jections aléatoires [Yah21]. D’un point de vue expérimental, nous montrons dans [Dor+18] que
les approches développées sont beaucoup moins sensibles à l’absence de données dans X que les
approches de la littérature fondées sur les mêmes hypothèses [SHT15], tout en fournissant des per-
formances similaires dans des conditions plus favorables (c.-à-d. moins de données manquantes
dans X).

2.4.2 Apprentissage comprimé pour la factorisation en matrices non-négatives

Nous vivons un véritable déluge de données [Bar11] : un nombre croissant de capteurs four-
nissent une quantité toujours plus importante de données qu’il est nécessaire de traiter 5. Lorsqu’on
s’intéresse à des matrices de très grande dimension, il est intéressant de constater que ces ma-
trices tendent à être de faible rang [UT19] et il devient nécessaire de développer des approches
rapides pour les traiter. En particulier, lorsqu’on cherche à réaliser la NMF d’une matrice de très
grande dimension, on peut par exemple choisir d’utiliser des solveurs rapides [Gua+12 ; AG19] ou
stochastiques [SER16] ou encore distribuer les calculs [Liu+10]. Une autre alternative, complé-
mentaire des précédentes, consiste à dessiner des esquisses (ou sketchs en anglais) de la matrice
de données qui soient de plus petite dimension tout en maintenant le même niveau d’information.
Ces esquisses peuvent être construites grâce à des stratégies issues de l’algèbre linéaire randomisée
[DM16; HMT11] et plusieurs auteurs se sont intéressés à leur application à la NMF, par exemple
[TS16 ; Eri+18]. On parle parfois d’apprentissage comprimé par analogie avec l’acquisition com-
primée car les deux concepts présentent des similitudes [Gri+21].

5. A titre d’illustration, le radiotéléscope SKA (pour Square Kilometer Array en anglais) générera plusieurs tera-
octets de données par seconde [An19].
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Appliquée à la NMF, la stratégie la plus classique 6 consiste à générer deux esquisses de la
matrice de données X notées respectivement XL et XR, obtenues respectivement par multiplication
à gauche et à droite de X par des matrices de projections notées L et R. En supposant que les
matrices L et R sont choisies de manière « adéquate », on peut malgré tout estimer respectivement
F et G, avec un temps de calcul bien moindre du fait des tailles réduites de XL et XR. La construction
de L et R peut être purement aléatoire [WL10] ou structurée 7 [TS16 ; Eri+18 ; Yah+18], c.-à-d. que
L et R dépendent de X . La dernière stratégie est plus performante mais nécessite un temps de calcul
plus important. Dans les deux cas, les matrices de compression sont de signe quelconque, de sorte
que les mises à jour de G et F se font par semi-NMF [DLJ08].

Dans le cadre de la thèse de F. Yahaya, nous nous sommes intéressés à l’utilisation de tels outils
pour la NMF pondérée présentée dans l’équation (2.1). En effet, à notre connaissance, il n’exis-
tait aucune stratégie disponible alors. La stratégie proposée fait appel à un formalisme EM (pour
Expectation-Maximization en anglais) [Zha+06], pour lequel les matrices de compression sont cal-
culées dans l’étape E [Yah+19b ; Yah+19a]. Cependant, le fait que ces matrices soient calculées à
chaque étape E constitue un goulot d’étranglement – surtout si les matrices L et R sont structurées –
qui doit être compensé par les gains de calculs dans l’étape M pour que l’approche soit intéressante.
Aussi, nous avons proposé une version accélérée du calcul d’une matrice de compression (disons
R) qui tient compte de la matrice de données comprimée par l’autre facteur (disons à gauche par
L) [Yah21]. Cependant, le fait que ces matrices soient structurées les empêche de tirer pleinement
profit de nouveaux types de calculateurs dédiés aux projections aléatoires [Saa+16].

Nous nous sommes donc intéressés dans un second temps aux matrices non-structurées. Comme
indiqué précédemment, les approches d’optimisation avec des projections par matrices non-structurées
sont généralement moins performantes qu’avec des matrices structurées. En réalité, dans le cas de
matrices aléatoires Gaussiennes, le lemme de Johnson-Lindenstrauss [JL84] montre qu’en dimi-
nuant le taux de compression des matrices L et R – c.-à-d. en maintenant ces matrices de grande
dimension – on conserve une bonne qualité d’approximation de X (ou X̂ dans le cas de NMF pon-
dérée). Notre approche consiste donc à supposer que ces matrices sont de taille infinie et à les traiter
en flux. A chaque itération de NMF, de nouvelles sous-matrices aléatoires Gaussiennes de L et R

sont fournies. Nous avons alors expérimentalement montré que cette stratégie permettait d’obtenir
la même diminution de la fonction de coût qu’une NMF non-comprimée ou qu’une NMF com-
primée avec des matrices de projection structurées, et ce pour des matrices aléatoires gaussiennes
[Yah+20] ou en utilisant d’autres stratégies de construction [Yah+21]. L’extension à la NMF pon-
dérée a aussi été proposée dans [Yah+21].

6. D’autres alternatives existent [ZCX12 ; Sha+19].
7. Dans ce deuxième cas, le calcul fait quand même appel à un opérateur aléatoire pour réduire les dimensions et

accélérer les calculs [HMT11].
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2.4.3 Démélange et dématriçage conjoints d’images multi-spectrales

Suite à la création de l’antenne du LISIC à Longuenesse dédiée à l’imagerie multi- et hyper-
spectrale et dans le cadre de la thèse de K. Abbas débutée en juin 2021, nous nous intéressons
aux images multi-spectrales acquises par des caméras miniaturisées « snapshot » faisant appel aux
filtres de Fabry-Perot 8 [GTL14 ; Gee+15]. Ces caméras permettent d’acquérir une image en une
seule acquisition, voire de générer une vidéo, mais leur technologie impose de réduire le cube 3D de
données multi-spectral en une image 2D. La restauration de ce cube à partir de l’image 2D s’appelle
le dématriçage pour lequel de nombreuses méthodes ont été proposées, par exemple [Mia+06 ;
Mih+17 ; Tsa+19]. Cependant, il a été expérimentalement montré dans [Tsa+19] que réaliser un
traitement avancé (comme par exemple de la classification de spectres) après dématriçage n’était
pas performant. Dans le cadre des travaux de K. Abbas, nous cherchons notamment à réaliser
conjointement le démélange et le dématriçage. En particulier, nous avons proposé deux stratégies
qui permettent chacune d’obtenir de bien meilleures performances de séparation que les méthodes
en deux étapes (consistant en une étape de dématriçage suivie d’une étape de séparation).

Ces deux stratégies étendent l’hypothèse de « pixel pur » classiquement utilisée en démélange
hyperspectral [Ma+14] au niveau d’un « patch » de filtres de Fabry-Perot – c.-à-d. nous cherchons
des patchs où une seule source (ou endmember) est présente – pour estimer cette source. La pre-
mière stratégie modélise le problème conjoint de démélange et dématriçage selon l’équation (2.1)
[Abb+22b ; Abb+23]. Cette approche peut ainsi être vue comme une version pondérée de [Kar+12].
De manière alternative, la seconde stratégie fait appel à un formalisme de déconvolution [Abb+22a]
et – via des hypothèses de parcimonie relâchées par rapport à [Abb+22b ; Abb+23] – utilise une
méthode de NMF séparable [NB05] pour l’estimation finale des endmembers.

2.4.4 Séparation de signaux audios issus de « boîtes noires aéronautiques »

Depuis 2019, dans le cadre d’un partenariat avec le BEA (Bureau d’Enquêtes de l’Aviation ci-
vile) qui a été initié avec le stage de PFE d’H. Devulder, je travaille avec B. Bigot à l’application
de méthodes de séparation de sources pour le traitement de signaux audio issus de « boîtes noires »
aéronautiques. En effet, en cas d’incident ou d’accident d’avion, lorsque la boîte noire dédiée aux
enregistrements audio du cockpit (CVR pour Cockpit Voice Recorder) est retrouvée, on constate la
superposition d’un grand nombre de sources sonores (parole de l’équipage, canal radio, alarmes,
messages aux passagers, etc), rendant difficile leur transcription, réalisée par un analyste audio du
BEA. Nous avons d’abord proposé un modèle de mélange audio propre au CVR qui peut être réduit

8. Il est à noter que j’ai aussi pu participer aux travaux de thèse de P. Chatelain portant sur le développement de mé-
thodes dédiées à une caméra « linescan » faisant appel au même type de filtres mais présentant d’autres problématiques
[Cha+21 ; Cha+22].

53



à un simple mélange instantané dans certaines conditions [PBD22]. Nous avons ensuite expérimen-
talement montré que les méthodes classiques de séparation de sources (NMF, SCA) fournissent des
performances complémentaires qui permettent d’améliorer l’intelligibilité des signaux de parole
lorsque les analystes audio du BEA étudient conjointement leurs sorties [BDP22].

2.4.5 Apprentissage profond pour l’imagerie satellitaire

Dans le cadre du projet « OSYNICO » financé par le CNES dans le cadre de son appel à pro-
jet TOSCA, nous nous intéressons à l’observation marine côtière via les données des satellites
Sentinel-2 et Sentinel-3. Les images obtenues par ces deux satellites permettent d’étudier la couleur
de l’océan, c’est-à-dire la répartition spatiale et temporelle de la concentration en phytoplancton,
en matière en suspension et en matière organique. Les données Sentinel-2 consistent en des cubes
avec 13 bandes spectrales pour une résolution spatiale variant de 10 à 60 m en fonction des bandes,
acquises tous les 5 jours environ. Les données Sentinel-3 sont des cubes avec 21 bandes spectrales
pour une résolution spatiale de 300 m, acquises tous les jours. En observation marine, pour com-
prendre les phénomènes complexes qui se passent en milieu côtier, il est nécessaire que les données
à disposition combinent :

— une bonne résolution spectrale pour mieux analyser le milieu biogéochimique (chlorophylle,
particules en suspension, etc) ;

— une bonne résolution spatiale pour mieux appréhender les phénomènes de répartition de ce
milieu qui sont beaucoup plus complexes en milieu côtier qu’en pleine mer ;

— une courte période d’acquisition de ces images pour repérer des phénomènes très concentrés
dans le temps (blooms de phytoplanctons par exemple).

Aucune donnée satellitaire ne permet aujourd’hui de respecter ces trois contraintes. Dans le cadre
du contrat post-doctoral d’A. Alboody et des stages de PFE / M2 de C. T. Cissé et A. Hadir, nous
avons proposé des méthodes d’apprentissage profond pour la fusion de telles données :

— Dans [Alb+21], nous avons étudié les performances des méthodes de multi-sharpening (ou
fusion spatio-spectrale) classiques pour la fusion spatio-spectrale de données Sentinel-2 et
Sentinel-3. Le multi-sharpening permet de générer une image ayant la résolution spatiale de
Sentinel-2 et la résolution spectrale de Sentinel-3, pourvu que les images aient été acquises
en même temps. Nous avons ensuite proposé une méthode de deep learning spécifique pour
ce même problème dans [Alb+22].

— Nous avons complété la série temporelle de données Sentinel-2 à partir des données obser-
vées et des données Sentinel-3 (fusion spatio-temporelle) [Cis+22a ; Cis+22b] : l’approche
proposée combine un bloc de fusion et un bloc de complétion d’erreur résiduelle qui sont
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itérativement lancés. Une fois la série temporelle de données Sentinel-2 réalisée, il est alors
possible d’appliquer une méthode de multi-sharpening pour chaque paire d’images (fusion
spatio-spectro-temporelle), au risque que les erreurs d’estimation de chaque tâche s’accu-
mulent.

— Enfin, nous avons proposé une approche de fusion spatio-(spectro-)temporelle basée sur les
réseaux génératifs antagonistes (GAN pour Generative Adversarial Networks en anglais)
[Had+]. Cette approche est très versatile puisqu’elle permet de réaliser la fusion spatio-
temporelle comme la fusion spatio-spectro-temporelle en une seule étape. L’originalité de
l’approche réside dans le fait que le GAN proposé tient compte des données existantes pour
générer de nouvelles données réalistes.

2.4.6 Développement instrumental

Enfin, dans le cadre des travaux ci-dessus ou d’autre activités plus récentes, j’ai été amené à co-
concevoir de nouveaux capteurs en partenariat avec N. Verbrugghe de la plateforme technologique
électronique de l’ULCO 9 :

1. Dans le cadre du projet « OSCAR », nous avons conçu deux boîtiers de mesure de la qualité
de l’air. Le premier est un boîtier d’assez grande dimension qui mesure la température, l’hu-
midité, le taux de particules fines et les concentrations de CO, NO2 et O3. Le second capteur
– qui ne mesure que la température, l’humidité et le taux de particules fines – a été ensuite
répliqué dans le cadre d’un atelier de fabrication avec des étudiants de l’IUT du Littoral Côte
d’Opale (figure 2.1).

2. Dans le cadre du projet TI Dunkerque et le stage de DUT de R. Bève, nous avons conçu un
prototype de boîtier de mesure de la vitesse et la direction du vent (figure 2.1).

Dans le cadre du projet « HyperLighting 1.0 » – débuté avec le stage de DUT de C. M. Mam-
boundou – nous concevons un système pilotable d’éclairage en laboratoire qui permettra à terme
de générer des images multi- ou hyperspectrales dans lesquelles la variabilité spectrale pourra être
contrôlée.

Enfin, dans le cadre du projet « QLAPP » démarré en 2019 en collaboration avec J. Creusier,
nous concevons, dans le cadre de stages ou projets étudiants, un serveur et une application mo-
bile pour les enquêtes en sciences de gestion 10. Dans le cadre du contrat d’apprentissage en L3
Informatique de C. Lams, nous cherchons maintenant à enrichir l’application de mesures issues de
capteurs des smartphones pour permettre de nouvelles innovations dans les enquêtes en sciences

9. Voir https://ccm.univ-littoral.fr/electronique/presentation/.
10. Voir https://qlapp.org.
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FIGURE 2.1 – A gauche : atelier de fabrication d’un capteur de la qualité de l’air. A droite : test
d’un prototype de capteur miniaturisé pour mesurer la vitesse du vent.

de gestion. A moyen terme, nous comptons démarrer des activités de recherche autour de cette
plateforme, notamment en analyse en variables latentes.

2.5 Conclusion

Nous venons de parcourir l’ensemble de mes activités de recherche depuis ma soutenance de
thèse. Dans la suite de ce mémoire, je vais présenter de manière un peu plus détaillée mes activités
autour de la (semi-)NMF informée, de la (semi-)NMF comprimée et des méthodes de SCA.
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Deuxième partie

Modèles (localement) de faible rang et
algorithmes dédiés pour la résolution de

problèmes multi-variés
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Chapitre 3

Introduction à l’analyse en variables
latentes

Cette deuxième partie de mémoire est consacrée à trois axes majeurs de mes activités de re-
cherche, autour des méthodes d’analyse en variables latentes. Les deux premiers s’intéressent à la
factorisation en matrices (semi-)non-négatives – appliquée au partitionnement de sources et l’éta-
lonnage in situ de capteurs – alors que le troisième porte sur le développement de méthodes fondées
sur la parcimonie des variables latentes, appliquées à la séparation ou la localisation de sources de
parole et à l’imagerie multi-spectrale. L’hypothèse clé de mes travaux réside dans la propriété de
faiblesse de rang des données observées, vérifiée globalement (NMF) ou localement (SCA).

3.1 De la séparation de sources à l’analyse en variables latentes

La séparation aveugle de sources (SAS) est une problématique qui est née en France au milieu
des années 80 [HJA85] avec le développement des premières méthodes d’ICA. La SAS cherche à
estimer un ensemble de p sources inconnues notées 1 f j(t) à partir de n mélanges xi(t) de ces si-
gnaux, les paramètres de mélange des signaux sources jusqu’aux capteurs étant eux-aussi inconnus.
Cependant, on suppose connaître le modèle de mélange (mais pas les paramètres de ces mélanges)
ainsi que le nombre p de sources 2. On compte dans la littérature plusieurs modèles de mélanges
allant du mélange linéaire instantané au mélange (post-)non-linéaire en passant par le mélange
linéaire convolutif [CJ10].

1. On adopte ici les notations lorsque le problème de SAS est lié à un problème audio. Les variables dépendent alors
du temps, d’où le choix de la variable t. Cependant, le problème de SAS est générique et peut notamment s’exprimer
avec des variables multi-dimensionnelles.

2. Notons cependant que certaines méthodes estiment ce nombre p [AGB10].
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Dans le cas des mélanges linéaires instantanés, le problème de SAS s’écrit

xi(t)≈
p

∑
j=1

gi j f j(t), (3.1)

où le paramètre gi j est le coefficient de contribution de la source j dans l’observation i. En supposant
que les signaux soient discrétisés et que nous ayons m échantillons de chaque observation, nous
pouvons représenter les données observées sous la forme d’une matrice X de taille n×m. Dans le
cadre d’un mélange linéaire instantané (3.1), on peut de la même manière représenter les signaux
sources à estimer sous la forme d’une matrice F de taille p×m et les coefficients de mélange sous
la forme d’une matrice G de taille n× p. L’équation (3.1) s’écrit alors sous la forme :

X ≈ G ·F. (3.2)

De même, il est possible d’écrire un mélange convolutif sous la forme (3.2) soit dans le domaine
temporel (dans ce cas, la matrice G est Toeplitz par bloc) soit dans le domaine fréquentiel (dans
ce cas, on a un ensemble de problèmes (3.2) à résoudre pour chaque pulsation considérée). Enfin,
dans le cas où des non-linéarités apparaissent dans les mélanges, une stratégie qu’on retrouve en
apprentissage de variété [vPv09] et dans certaines méthodes de SAS [TA04] consiste à supposer
que ces non-linéarités peuvent être localement considérées comme linéaires. Dit autrement, gérer
des fonctions non-linéaires peut être réalisé en considérant plusieurs problèmes de la forme (3.2).

Or, il se trouve que l’expression (3.2) n’est pas propre à la SAS mais au contraire commune
à de nombreux problèmes de traitement de données (signal, image) et d’apprentissage statistique.
En fonction de la mesure D(X ,G ·F) de distance 3 entre X et le produit G ·F et en fonction de
contraintes sur G et/ou F , l’équation (3.2) permet de modéliser de nombreux problèmes, comme on
peut le voir sur le tableau 3.1. Tous ont en commun l’estimation de variables latentes ou « cachées »
dans les données, avec des propriétés diverses. Par ailleurs, ces méthodes ne sont pas nécessaire-
ment appliquées à la SAS, d’où le nom d’analyse en variables latentes que l’on retrouve de plus
en plus souvent dans la communauté. Enfin, il est notable que ce type de problème intéresse à la
fois les communautés en traitement du signal et des images et en apprentissage statistique. Pour
illustrer ce phénomène, il est intéressant de remarquer l’évolution de la conférence ICA organisée
pour la première fois à Aussois en 1999 par la communauté « séparation aveugle de sources ». Elle
s’appelait alors ICA puisque historiquement, seules les méthodes d’ICA permettaient de traiter le
problème de SAS (les premières méthodes de NMF et de SCA naissant entre 1999 et 2001). En
2010, la conférence devint LVA-ICA pour montrer l’ouverture de la communauté vers l’analyse en

3. Les distances mises en avant dans le tableau 3.1 sont la norme de Frobenius, la norme ℓ1 et la divergence de
Kullback-Leibler respectivement notées ∥ · ∥F , ∥ · ∥1 et KL(·, ·).
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variables latentes (et donc d’autres applications que la SAS). En 2013 et 2014, la conférence fut
remplacée par une session spéciale de la conférence IEEE MLSP (Machine Learning for Signal

Processing), montrant l’ouverture de la communauté vers l’apprentissage.

Méthode D(X ,G ·F) Contrainte sur G Contrainte sur F
SVD ∥X−G ·F∥2

F GT G = I FT F = Λ

k-means ∥X−G ·F∥2
F sans

FT F = I
fi j = {0,1}

k-medians ∥X−G ·F∥1 sans
FT F = I

fi j = {0,1}
pLSI [Hof99] KL(X ,G ·F)

1T ·G ·1 = 1 1T ·F = 1
gi j ≥ 0 fi j ≥ 0

NMF [LS01] ∥X−G ·F∥2
F ou KL(X ,G ·F) gi j ≥ 0 fi j ≥ 0

MMV [Tro06] ∥X−G ·F∥2
F sans parcimonie structurée

CX [LP10] ∥X−G ·F∥2
F

colonnes de G
sans

extraites de X

NMF convexe [DLJ08] ∥X−G ·F∥2
F

colonnes de G
fi j ≥ 0

extraites de X
NMF convexe ∥X−G ·F∥1

colonnes de G
fi j ≥ 0

robuste [KS15] extraites de X

TABLEAU 3.1 – Différents problèmes de factorisation matricielle (partiellement adapté de
[BTD11 ; Car]).

3.2 Factorisation (pondérée) en matrices non-négatives

3.2.1 Position du problème

La NMF est un problème générique de factorisation où la matrice de données X et les matrices
facteurs G et F sont à valeurs non-négatives 4. Bien qu’un formalisme proche ait été proposé ini-
tialement par Paatero et Tapper [PT94], la NMF a été popularisée par le travail de Lee et Seung
[LS99] et a connu de nombreux développements depuis. D’une manière générale, le problème de
NMF peut s’exprimer sous la forme :

min
G,F≥0

λ0D(X ,G ·F)+∑
i≥1

λiRi(G,F), (3.3)

où D(X ,G ·F) est une fonction d’attache aux données, les termes Ri(G,F) sont les fonctions de
pénalisation – associées aux contraintes et régularisations éventuelles de G et/ou F – et les coeffi-

4. La semi-NMF est un problème voisin de la NMF, dans lequel seule une matrice facteur est à valeurs non-
négatives [DLJ08]. Compte tenu de leur proximité, je ne détaille par la suite que le problème de NMF.
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cients λi (i ≥ 0) permettent de donner plus ou moins d’importance aux fonctions de pénalisation
par rapport à la fonction d’attache aux données.

Les fonctions d’attache aux données les plus classiques sont la norme de Frobenius, la diver-
gence de Kullback-Leibler [LS01], d’Itakura-Saito [FBD09] ainsi que les divergences α [Ama09],
β [Cic+09] ou αβ [CCA11]. Une variante de cette fonction d’attache consiste à rajouter une pondé-
ration aux données. En pratique, on peut considérer une pondération par ligne de X [GBV01]. Cette
pondération – modélisée par une matrice diagonale D – peut être incluse directement dans le terme
d’attache aux données qui s’écrit alors D(D ·X ,D ·G ·F). Depuis ces travaux, les mêmes auteurs
ont proposé des extensions permettant une pondération de chaque élément de X indépendamment
[GVS03]. En définissant une matrice de pondération W ∈ Rn×m

+ dont un élément wi j correspond au
poids associé à xi j, le terme d’attache aux données noté DW (·, ·) s’écrit alors

DW (X ,G ·F)≜ D(W ◦X ,W ◦ (G ·F)), (3.4)

où ◦ désigne le produit de Hadamard. L’utilisation d’une pondération terme à terme permet éga-
lement de gérer le cas d’une matrice X à données manquantes, en associant aux entrées corres-
pondantes un poids nul de façon à ce qu’elles n’influencent pas la factorisation. Si la matrice W

est binaire, alors elle fait office d’opérateur d’échantillonnage de X . La prise en compte d’une
pondération dans le terme d’attache aux données a été étudié de nombreuses fois avec la norme
de Frobenius [GBV01 ; GVS03 ; Zha+06 ; Ho08] ou des divergences paramétriques [Del+19]. Par
ailleurs, des structures spécifiques de G et/ou F peuvent aussi être prises en compte dans l’expres-
sion de l’attache aux données, par exemple, des contraintes égalité sur F qui sont paramétrisées
dans l’expression de D(X ,G ·F) [Lim+14a] ou des contraintes de type colonnes « maîtres » et
« esclaves » dans F [Meg+11 ; Meg+14 ; Dev15 ; Dor+16b].

Concernant les termes de pénalisation, un travail conséquent a été réalisé durant ces dernières
années, avec par exemple l’ajout de contraintes de lissage sur G et/ou F [Pau+04 ; SRJ05] 5, des
contraintes d’évolution lente entre les colonnes adjacentes de F [Wan+17], des contraintes de vo-
lume sur G ou F [SPL11], des contraintes de parcimonie sur G et/ou F [Hoy02 ; Zha+15] ou des
contraintes de parcimonie sur les colonnes de G vis à vis d’un dictionnaire [Dor+16a ; Coh22].
Cette liste n’est bien sûr pas exhaustive et ne prétend pas l’être.

5. Dans le cas où la même contrainte de lissage est appliquée sur les deux matrices facteurs, cette pénalisation est
équivalente à une pénalisation de norme nuclaire du produit G ·F [SRJ05].
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3.2.2 Stratégies de résolution de la NMF et algorithmes classiques

La NMF suppose que p<min(n,m) et fait généralement 6 appel à une stratégie itérative alternée
où, après avoir été initialisées, les matrices G et F sont mises à jour de manière alternée, faisant
diminuer à chaque itération D(X ,G ·F). On parle alors de stratégie BCD pour Block Coordinate

Descent en anglais. les deux principales stratégies mises en place mettent à jour les deux blocs
matriciels (voir figure 3.1) ou 2p vecteurs issus de G et F (voir figure 3.2).

≈ ·

FIGURE 3.1 – Cadre général pour deux blocs matriciels.

La plupart des méthodes de NMF suivent le premier schéma de partitionnement des variables
en deux blocs représentant les matrices G et F et de nombreux algorithmes consistent à fixer un
facteur matriciel pour mettre à jour le second et vice-versa. Chacun des sous-problèmes peut être vu
comme un problème de régression par moindres carrés non-négatifs. En notant (t−1) l’itération en
cours, G(t−1) et F(t−1) les estimées à l’itération (t−1) de G et de F , respectivement, cette stratégie
consiste à estimer G(t) et F(t) de sorte que :

D(X ,G(t) ·F(t−1))≤D(X ,G(t−1) ·F(t−1)), (3.5)

D(X ,G(t) ·F(t))≤D(X ,G(t) ·F(t−1)). (3.6)

De nombreux solveurs ont été proposés pour cela basés sur les mises à jour multiplicatives [LS99],
des descentes de gradients projetés [Lin07 ; Gua+12], des approches quasi-Newton [KSD07], les
moindres carrés alternés [Ber+07] ou encore les moindres carrés non-négatifs alternés [KP08].

Avec la deuxième stratégie représentée dans la figure 3.2, le problème de NMF a pour but
d’estimer ces vecteurs, respectivement notés G(:,l) et F(l,:) pour le bloc l, c.-à-d.

Ĝ(:,l) = argmin
g≥0

D(Rl,g ·F(l,:)) et F̂(l,:) = argmin
f≥0

D(Rl,G(:,l) · f ), (3.7)

6. Dans le cas de la NMF convexe, des algorithmes rapides assurant l’unicité de la solution ont été proposés
[Aro+12 ; Bit+12]. Sauf mention contraire, nous considérons dans ce manuscrit le cas où cette hypothèse n’est pas
satisfaite.
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≈ · + ·

FIGURE 3.2 – Cadre général pour 2p blocs vectoriels.

où Rl est le résidu exprimé sous la forme

Rl ≜ X−
p

∑
i=1,i̸=l

G(:,i) ·F(i,:). (3.8)

En pratique, quand la fonction d’attache aux données est la norme de Frobenius, cette stratégie a
une solution analytique pour chaque sous-problème de l’équation (3.7). Les méthodes existantes
utilisant cette stratégie s’appellent HALS (pour Hierarchical Alternating Least Squares en anglais)
[Cic+07] ou RRI (pour Rank-one Residue Iteration en anglais) [Ho08].

Il existe aussi une variante BCD où les inconnues sont partitionnées en p · (m+ n) blocs de
scalaires. En fait, selon l’arrangement de la méthode BCD mentionnée ci-dessus, on peut obtenir
des solutions similaires avec la méthode BCD avec des blocs vectoriels [KHP14].

3.2.3 Stratégies de résolution de la NMF pondérée

Par ailleurs, lorsqu’une matrice de pondération W est associée à la matrice X , comme présenté
dans l’équation (2.1), diverses stratégies 7 ont été proposées pour en tenir compte :

1. La première consiste à intégrer directement la matrice de poids W dans le calcul des mises à
jour. Des mises à jour multiplicatives [Ho08] ou par gradient [Dor+17a] ont ainsi été propo-
sées.

2. Une alternative consiste en une stratégie itérative EM (pour Expectation Maximization en
anglais) qui estime les matrices G et F au sens du maximum de vraisemblance malgré l’ab-
sence de données dans X . Elle suppose que les entrées de W sont comprises 8 entre 0 et 1.
Dans l’étape E, on cherche à estimer la matrice théorique sans pondération notée Xtheo. Pour
cela, on maximise l’espérance de la log-vraisemblance des données complètes par rapport

7. Il a été démontré qu’estimer une approximation de faible rang à partir de données pondérées est un problème NP
difficile [GG11], même pour un rang égal à 1. Cependant, le problème peut être résolu avec une solution analytique
dans un cadre spécifique [GS22].

8. Une telle hypothèse n’est pas réellement un problème puisqu’il est possible de normaliser n’importe quelle
matrice non-nulle, de sorte que sa valeur maximale soit égale à 1.
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aux données incertaines, en connaissant les données observées W ◦X et la meilleure estima-
tion de X à l’itération courante (t− 1), c.-à-d. le produit G(t−1) ·F(t−1). En notant 1n×m la
matrice de taille n×m de 1, l’étape E a finalement pour but de maximiser [Zha+06]

E
[
logP(W ◦X ,(1n×m−W )◦Xtheo|G ·F)|W ◦X ,(G ·F)(t−1)

]
, (3.9)

dont la solution – notée Xcomp – se lit :

Xcomp =W ◦X +(1n×m−W )◦ (G ·F). (3.10)

Ensuite, G et F sont mises à jour dans l’étape M – de préférence plusieurs fois – à partir de
Xcomp, en utilisant n’importe quelle méthode de NMF, par exemple les mises à jour multipli-
catives [Zha+06] ou les moindres carrés alternés [KC09]. De nouvelles estimées G(t) et F(t)

sont alors obtenues et utilisées dans l’étape E suivante.

3. Enfin, une dernière stratégie suppose que les poids de W sont binaires et proposent d’utiliser
une descente par gradient stochastique sur l’ensemble des indices de X pour lesquelles des
données sont accessibles 9 [KBV09].

3.3 Analyse en composantes parcimonieuses

La parcimonie est une hypothèse qui connaît une grande attention de la part de la commu-
nauté scientifique depuis une trentaine d’années. Un signal est dit parcimonieux s’il est souvent
nul ou négligeable alors que sa variance n’est pas nulle [Pui07]. Généralement, un signal n’est pas
parcimonieux dans son domaine original mais dans un domaine transformé. Historiquement, les
premières approches considérées en SAS faisaient appel à des transformées temps-fréquence, qui
peuvent être des décompositions énergétiques ou atomiques [HB+92]. Les approches de SAS uti-
lisant une décomposition énergétique sont généralement issues des méthodes statistiques d’ordre
2 [BA98 ; FD04]. Au contraire, celles fondées sur des décompositions atomiques – qui ont pris
le nom d’analyse en composantes parcimonieuses ou SCA (pour Sparse Component Analysis en
anglais) – ont été beaucoup plus étudiées, notamment parce que la décomposition atomique est
linéaire [CJ10, Ch. 10].

Les méthodes historiques de SCA font appel à la structure suivante :

1. l’application d’une transformée parcimonieuse conjointe aux données observées ;

2. une étape d’estimation des paramètres de mélange – soit la matrice G dans le cas de mélanges

9. Il est à noter que l’approche proposée dans [KBV09] ne suppose pas la non-négativité des facteurs matriciels.
Cependant, l’extension au cas non-négatif est immédiate en projetant les valeurs négatives dans R+.
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linéaires instantanés (3.1) ;

3. une étape d’estimation des signaux sources contenus dans la matrice F sous forme d’un
problème inverse à partir de l’équation (3.1).

L’estimation de la matrice G est possible en supposant que les signaux sources sont localement par-
cimonieux. Pour cela, plusieurs stratégies ont été proposées, de l’orthogonalité W-disjointe [YR04]
– supposant qu’une seule source est active dans chaque échantillon – à des stratégies moins contrai-
gnantes (par exemple : recherche de zones mono-sources [Dev14], hypothèse de rang localement
strictement supérieur à 1 et strictement inférieure à min(n,m) [Nai+08]). Plus récemment, des ap-
proches utilisant la parcimonie comme un critère d’optimisation ont été proposées. Elles se fondent
soit sur l’utilisation (d’unions) de dictionnaires où les sources sont connues pour être parcimo-
nieuses [Bob+07] soit sur la recherche d’opérateurs promouvant la parcimonie des signaux extraits
[Nam+13]. Enfin, notons que certains auteurs ont aussi revisité les approches de SCA via des mé-
thodes de NMF séparable [Fu+15].

La structure des méthodes historiques de SCA a été reprise pour la localisation de sources so-
nores [BOV12 ; Pav+13 ; SSG11] : grâce à l’hypothèse d’orthogonalité W-disjointe [SSG11] ou à
l’hypothèse de zones mono-sources à trouver [BOV12 ; Pav+13], elles permettent d’étendre facile-
ment des méthodes de localisation de source sonore unique au cas multi-sources.

3.4 Positionnement de mes travaux de recherche

Dans le cadre de mes travaux post-thèse, je m’intéresse aux problèmes de NMF et de SCA,
éventuellement pondérés. Plus particulièrement, je me suis intéressé :

1. à l’apport d’information dans les problèmes pondérés de NMF (chapitre 4) ;

2. à l’accélération de méthodes (pondérées) de NMF (chapitre 5) ;

3. à l’apport de la parcimonie pour résoudre des problèmes de SAS ou de localisation de sources
(chapitre 6).
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Chapitre 4

Factorisation informée en matrices
(semi-)non-négatives

La NMF est un problème non-convexe pour lequel l’unicité de la solution n’est pas garantie.
Aussi, de nombreux auteurs ont proposé d’ajouter des contraintes au problème, dans l’expression
de la fonction d’attache aux données ou sous forme de fonctions de pénalisation. Dans ce chapitre,
nous introduisons une famille de méthodes informées de NMF qui ont été appliquées respective-
ment au partitionnement de sources et à l’étalonnage in situ de capteurs mobiles. Ces deux appli-
cations sont liées à l’observation de la qualité de l’air – l’environnement étant une thématique de
recherche prioritaire de l’ULCO [PDR17] – par deux stratégies complémentaires, à savoir (i) via
un capteur volumineux, de précision et coûteux et (ii) via un réseau de capteurs miniaturisés, moins
précis et bas coût.

4.1 Partitionnement de sources

Comme écrit précédemment, les travaux en partitionnement de sources avaient déjà été initiés
par G. Delmaire et G. Roussel avant mon arrivée au LISIC. Cependant, j’ai pu participer aux travaux
d’A. Limem et de R. Chreiky durant leurs thèses de doctorat. En particulier, je suis deuxième auteur
(et premier enseignant-chercheur permanent) de la publication [Lim+14b].

4.1.1 Modèle récepteur

Le partitionnement de sources est un problème de SAS qui consiste à estimer les sources de
particules fines (PM pour Particulate Matter en anglais) en suspension dans l’air ainsi que leurs
concentrations relatives. Une source est caractérisée par un « profil » qui consiste en m proportions
d’espèces chimiques (exprimées en ng/µg) qui le constituent. Généralement, plusieurs échantillons
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de PM – disons un nombre n – sont collectés via un échantillonneur automatisé (voir figure 4.1),
puis analysés par des chimistes qui fournissent leurs compositions chimiques. Chacun de ces échan-
tillons peut être écrit comme un mélange de p profils, avec différentes concentrations (exprimées
en ng/m3). Mathématiquement, en notant respectivement X ∈ Rn×m

+ , G ∈ Rn×p
+ et F ∈ Rp×m

+ les
matrices non-négatives 1 de données, de contributions et de profils, les données collectées peuvent
s’écrire sous la forme d’un problème linéaire instantané de SAS nommé « modèle récepteur » dans
la communauté des chimistes [Hop16]. En particulier, il s’écrit sous la forme :

X ≈ G ·F, (4.1)

mais si une entrée du produit (G ·F)i j est éloignée de xi j, elle ne doit pas la sur-estimer, c.-à-d.

xi j ≥ (G ·F)i j, (4.2)

Par ailleurs, chaque donnée xi j est associée à une incertitude de concentration notée σi j. La facto-
risation en matrices positives (PMF pour Positive Matrix Factorization en anglais) [PT94] est une
méthode qui permet de résoudre ce problème puisqu’elle cherche à résoudre

∀i ∈ {1, . . . ,n},∀ j ∈ {1, . . . ,m}, xi j

σi j
≈ (G ·F)i j

σi j
. (4.3)

C’est d’ailleurs l’approche de référence dans la communauté des chimistes puisqu’elle est reconnue
par l’agence américaine de protection de l’environnement qui en a développé sa propre version
logicielle [CCG09]. Cependant, comme la PMF met à jour G et F conjointement, elle est assez
longue à converger vers un minimum local. Elle est de plus sensible à l’initialisation et les poids
σi j doivent être ajustés par essai-erreur. En 2010 [Del+10], il semblait intéressant d’étudier ce
problème de partitionnement de sources en intégrant les récents développements autour de la NMF.

4.1.2 Modélisation du problème et algorithmes proposés

Le problème de partitionnement de sources est assez complexe à résoudre car il contient de
nombreux minima locaux vers lesquels la PMF ou une NMF pondérée peuvent converger. Pour
guider la NMF vers une solution ayant un sens d’un point de vue de la chimie, nous avons proposé
d’informer la NMF via des connaissances d’experts et des connaissances fournies par un modèle
physique.

1. Ces matrices sont non-négatives puisqu’on ne peut pas supposer une masse négative dans G ou une proportion
négative d’espèces chimiques dans X et F .

67



FIGURE 4.1 – échantillonneur Digitel DA80 utilisé pour l’acquisition de données (source du tracé
de droite : Digitel).

FIGURE 4.2 – Résumé graphique des contributions en partitionnement de sources.
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Informations sur F : Une première idée pour informer la NMF consiste à utiliser le savoir a

priori de l’expert. Plus particulièrement, on lui demande d’indiquer des valeurs connues dans F

(dans la PMF, il n’était alors possible que de forcer des entrées à zéro [CCG09]) ou des intervalles
de valeurs admissibles. Le formalisme proposé est extrêmement flexible puisqu’il consiste à figer
via deux masques binaires ΩE et ΩI de taille p×m les positions de ces valeurs respectivement
connues (contraintes d’égalité) ou bornées (contraintes d’inégalité) – ces dernières étant stockées
dans des matrices ΦE , Φ−I (pour une contrainte de supériorité) et Φ+

I (pour une contrainte d’infé-
riorité) de taille p×m – et de ne mettre à jour que la partie libre de F notée ∆F . Cela conduit à une
paramétrisation de la matrice F qui s’écrit 2 :

F ≜ ΩE ◦ΦE +(1p×m−ΩE)◦∆F s.c.





ΩE ◦ΩI = 0p×m,

ΩI ≤ 1p×m−ΩE ,

ΩI ◦Φ−I ≤ΩI ◦∆F ≤ΩI ◦Φ+
I ,

(4.4)

où 1p×m et 0p×m sont deux matrices de taille p×m dont chaque entrée vaut respectivement 1 et 0.

De plus, l’équation (4.2) nous a conduit à considérer des divergences paramétriques αβ (ou
αβ -divergence) [CCA11] comme fonction d’attache aux données. En effet, ces divergences ne sont
pas nécessairement symmétriques et peuvent ne pas pénaliser de la même manière des erreurs de
sur-estimation et de sous-estimation (qui pourraient par ailleurs être égales en valeur absolue). Sans
rentrer dans les détails, l’étude de l’influence des paramètres α et β sur la fonction d’attache aux
données et la volonté de garder les sous-problèmes de NMF convexes [CCA11] nous conduisent à
privilégier des couples (α,β ) tels que α +β > 1, α < 1 et β < 1 [Del+19]. L’αβ -divergence entre
deux scalaires p et q s’écrit alors

Dα,β (p||q)≜− 1
αβ

(
pαqβ − α

α +β
pα+β − β

α +β
qα+β

)
. (4.5)

En définissant la matrice W selon la relation suivante :

∀i ∈ {1, . . . ,n},∀ j ∈ {1, . . . ,m}, wi j ≜
1

σα+β
i j

, (4.6)

on peut proposer une version pondérée de l’αβ -divergence qui s’écrit, dans le cadre d’un problème

2. Pour des raisons de concision, par la suite, nous écrirons simplement que F =ΦE +∆F mais les masques binaires
restent implicitement pris en compte.
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pondéré de NMF,

Dα,β
W (X ||G ·F)≜− 1

αβ

n

∑
i=1

m

∑
j=1

wi j

(
xα

i j
(
(G ·F)i j

)β − α
α +β

xα+β
i j − β

α +β
(
(G ·F)i j)

)α+β
)
.

(4.7)
Cependant, lorsqu’on cherche à mettre à jour F en tenant compte de la paramétrisation (4.4), on
peut considérer deux fonctions de coût possible, la première prenant en compte un résidu et la
seconde plus classique :

Dα,β
W ((X−G ·ΦE)+||G ·∆F) ou Dα,β

W (X ||G ·ΦE +G ·∆F) , (4.8)

où (·)+ est l’opérateur de projection des valeurs négatives sur R+. Comme la divergence n’est
pas symétrique, les deux expressions mènent à des expressions de mises à jour multiplicatives
différentes 3. En particulier, celle obtenue avec la seconde expression peut être vue comme une
variante de celle avec le résidu, dans laquelle une matrice de pondération serait mise à jour au
cours des itérations [Lim14]. Les contraintes inégalités de l’expression (4.4) sont ensuite vérifiées
par simple projection des données sur les bornes de Φ−I ou Φ+

I , selon que la valeur estimée soit
inférieure à la borne minimale ou supérieure à la borne maximale, respectivement.

Enfin, les profils dans F sont normalisés de sorte que F ·1m×m = 1p×m. En pratique, plusieurs
stratégies peuvent être mise en place compte tenu des contraintes sur F , à savoir :

1. chercher à normaliser toutes les lignes de F , au risque de ne plus valider les contraintes
égalités et inégalités ;

2. ou normaliser seulement les lignes de ∆F pour satisfaire ∆F ·1m×m = (1p×m−ΦE ·1m×m),
au risque de ne plus respecter les contraintes inégalités.

Information sur G : On peut aussi apporter des connaissances sur G. Certaines sources de pollu-
tion, comme les tours de cheminée industrielle par exemple, sont en effet ponctuelles et leur posi-
tion est parfaitement connu. En connaissant la position du capteur et les champs de vent, il pourrait
être possible d’estimer a priori la contribution de ces sources de pollution dans les mesures. Ce-
pendant, pour que ces estimations soient précises, il est nécessaire de connaître (ou d’estimer) avec
précision les débits de ces sources. Nous avons au contraire proposé de détecter les échantillons
pour lesquels ont sait qu’une de ces sources ponctuelles ne va pas contribuer à une mesure, c.-à-d.
pour lesquels on peut forcer à zéro les entrées correspondantes dans la matrice G. A cet effet, nous
utilisons un simple modèle plume Gaussien, qui en fonction de la rose des vents, va nous permettre
d’indiquer si oui ou non le capteur mesure une activité d’une source ponctuelle connue [Plo+14].

3. Ce phénomène est aussi vérifié pour la divergence paramétrique β mais pas avec la norme de Frobenius ni avec
la divergence α [Lim14].
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Fe Ca2+ SO2−
4 Zn Mg2+ Al Cr

Source 1 0.7 0.1 0.08 0.06 0.04 0.02 0
Source 2 0.3 0.4 0.005 0 0.2 0.075 0.02
Source 3 0.4 0.2 0.08 0 0.12 0.2 0

TABLEAU 4.1 – Profils utilisés pour réaliser les simulations de partitionnement de sources.

Algorithmes proposés : Nous avons étendu deux types de solveurs de NMF au cadre informé, à
savoir les mises à jour multiplicatives de Lee et Seung [LS99] et le split gradient de Lantéri et al.

[Lan+10], ce dernier introduisant une normalisation dans l’expression des mises à jour.

Les mises à jour multiplicatives ont été proposées dans la thèse d’A. Limem [Lim14]. En pra-
tique, nous avons proposé de nombreuses variantes, selon qu’elles fassent appel à une fonction de
coût utilisant le résidu ou pas (cf l’équation (4.8)), selon le type de normalisation choisie, selon le
fait que les contraintes inégalités sont appliquées avant ou après normalisation, et selon qu’elles
fassent appel à un modèle physique ou non pour contraindre G.

Les approches basées sur le split gradient ont été développées dans la cadre de la thèse de R.
Chreiky [Chr17]. Elles permettent d’obtenir des mises à jour de ∆F qui soient déjà normalisées.
Bien que non testée, l’extension faisant appel à un modèle physique pour contraindre G est immé-
diate.

4.1.3 Expériences

De nombreuses expériences ont été réalisées, tant sur des données synthétiques que réelles.
Pour des raisons de concision, nous n’en présentons qu’une partie.

Simulations : Pour illustrer les performances des approches développées sur des données syn-
thétiques et sans chercher l’exhaustivité, nous présentons par la suite des expériences réalisées
dans le cadre de la thèse de R. Chreiky [Chr17, Ch. 6]. Nous considérons un jeu de données re-
groupées dans une matrice X qui compte n = 50 échantillons et m = 7 espèces chimiques : fer
(Fe), calcium (Ca2+), dioxyde de soufre (SO2−

4 ), zinc (Zn), magnesium (Mg2+), aluminium (Al)
et chrome (Cr). Chaque entrée de X est associée à une incertitude σi j fournie par des chimistes.
Les échantillons collectés sont possiblement corrompus par des valeurs aberrantes placées de ma-
nière aléatoires dans X et dont l’impact sur les données est géré via un coefficient de gain toujours
supérieur à 1, pour simuler une contamination polluante. Par la suite, un bruit uniforme tiré sur l’in-
tervalle [−min(λ ·σi j,xi j);λσi j] est ajouté aux données, de sorte que les données restent positives
ou nulles. En conséquence, le paramètre λ est lié à un rapport signal-à-bruit d’entrée (calculé sans
valeur aberrante). Les données X ont été générées à partir de p = 3 profils de pollution fournis dans
le tableau 4.1 et pour lesquels nous considérons 6 contraintes égalités seulement. Les positions et
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Fe Ca2+ SO2−
4 Zn Mg2+ Al Cr

Source 1 0.7 0.04
Source 2 0.3 0.075
Source 3 0.2 0.12

TABLEAU 4.2 – Contraintes égalités appliquées aux simulations de partitionnement de sources.

les valeurs forcées de ces dernières sont fournies dans le tableau 4.2. Aucune contrainte inégalité
n’est appliquée dans ces simulations.

Nous présentons sur la figure 4.3 les performances atteintes par plusieurs méthodes de NMF sur
ce jeu de simulations, dans le cas sans valeur aberrante (à gauche) et avec cinq valeurs aberrantes
(à droite). Plus précisément, comme les profils sont corrélés, le rapport signal-à-interférence (SIR
pour Signal-to-Interference Ratio en anglais) classiquement utilisé en SAS n’est pas pertinent ici
et nous choisissons le MER (Mixing Error Ratio en anglais) [VAB09] – qui se calcule comme un
SIR mais sur les colonnes de G au lieu des lignes de F – comme mesure de performance. Plus
précisément, le MER se calcule sur chaque colonne de G de la manière suivante : la j-ème colonne
estimée de G – notée ĝ j – est décomposée sous la forme d’une partie collinéaire et d’une partie
orthogonale à sa version théorique 4 g j, respectivement notées ĝ j

coll et ĝ j
orth. Le MER exprimé en

dB et associé à la j-ème colonne de G s’écrit alors

MER j = 10log10

∥ĝ j
coll∥2

2

∥ĝ j
orth∥2

2
, (4.9)

et un MER global est obtenu sous la forme de la moyenne de ces MER j. Ces mesures de perfor-
mance sont calculées sur les sorties fournies par les méthodes suivantes :

1. la methode non-pondérée de NMF faisant appel à une β -divergence (β -NMF) [FI11] ;

2. une version pondérée de la méthode split-gradient (SG-WNMF) [Lan+10] ;

3. une extension pondérée de [FI11] faisant appel à une β -divergence (β -WNMF) ;

4. une NMF non-pondérée robuste aux valeurs aberrantes (rNMF) [FD15] ;

5. une NMF informée faisant appel à une β -divergence dans laquelle on utilise le résidu 5 (β -
CWNMF-R) et utilisant des mises à jour multiplicatives ;

6. une NMF split-gradient informée faisant appel à une αβ -divergence sans résidu (αβ -SGCWNMF)

7. les performances obtenues avec une méthode pondérée de NMF faisant appel à une αβ -
divergence dans laquelle la matrice F est forcée à sa valeur théorique et seule la matrice G

4. On rappelle qu’une factorisation matricielle classique se fait à une ambiguïté d’échelle et de permutation prés.
En pratique, les connaissances d’experts qui sont injectés dans F permettent souvent de fixer l’indétermination de
permutation. Ainsi ĝ j et g j ont les mêmes indices.

5. La version sans résidu a aussi été testée et a fourni dans ces tests des performances similaires.
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FIGURE 4.3 – Performances obtenues par des méthodes de NMF pondérées classiques ou infor-
mées. A gauche : simulations sans valeur aberrante. A droite : simulations avec 5 valeurs aberrantes.

est estimée (Bound).

Le paramètre β est fixé à 0.8 pour toutes les approches faisant appel à la β -divergence tandis que le
couple (α,β ) est fixé à (0.6,0.6) pour la méthode faisant appel à la divergence αβ . La figure 4.3
résume plus de 400 tests qui montrent que les approches informées fournissent de meilleures per-
formances que les approches non-informées, même en présence de valeurs aberrantes. En par-
ticulier, les approches proposées sont beaucoup plus performantes que les approches pondérées
non-informées (SG-WNMF, β -WNMF) mais aussi que les approches non-pondérées robustes aux
valeurs aberrantes (β -NMF, rNMF). Dans ces tests, l’approche informée faisant appel au split-

gradient surpasse les autres approches et fournit des MER moyens très proches des valeurs obte-
nues lorsque la matrice F est parfaitement connue.

Données réelles : Les expériences sur données réelles ont été réalisées par l’équipe de D. Courcot
et F. Ledoux du laboratoire UCEIV de l’ULCO. Plusieurs campagnes ont eu lieu au cours des
différents projets dans lesquels nous avons été impliqués et je présente ci-dessous les résultats de
la campagne réalisée durant l’hiver 2010 et le printemps 2011, dans le cadre d’un contrat avec la
société ArcelorMittal et dans le cadre de la thèse d’A. Limem [Lim14].

Les données consistent en n = 164 échantillons représentant les concentrations de m = 28 es-
pèces chimiques. Nous supposons que ces données sont dues aux activités de p= 11 sources, c.-à-d.
5 sources naturelles et 6 sources anthropiques :

— deux de l’unité d’aglomération d’ArcelorMittal,

— une de la société Ascométal,

— deux issues du traffic routier (une pour les gaz d’échappement, une pour la poussière générée
par les freinages)

— et une pour la combustion de bio-masse (chauffage urbain).

La période d’échantillonnage de l’échantillonneur Digitel DA80 (voir figure 4.1) est de 12 h alors
que celle de la mesure de vent – utilisée par le modèle physique pour informer G – est de 1 h. Dans
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ces tests, nous avons fixé 81 contraintes égalités et 42 contraintes inégalités. Les approches testées
sont :

— une méthode de NMF qui tient compte des connaissances d’experts en termes d’espèces
chimiques majeures [Kfo13] (Kfoury) ;

— une méthode non-informée mais pondérée de NMF faisant appel à une αβ -divergence (αβ -
WNMF)

— Plusieurs NMF informées faisant appel à une αβ -divergence et la deuxième normalisation
présentée précédemment (présence de « N2 » dans les acronymes) avec ou sans contraintes de
bornitudes (présence ou absence de « B » dans les acronymes), avec ou sans modèle physique
pour informer G (présence ou absence de « M » dans les acronymes).

Les valeurs du couple (α,β ) sont fixées à (0.8, 0.4) pour toutes les méthodes faisant appel à la
divergence αβ .

La figure 4.4 présente la source marine estimée par chacune des méthodes testées. L’axe des
abscisses présente les différentes espèces chimiques observées, classées par ordre décroissant d’im-
portance pour cette source, tandis que l’axe des ordonnées présente leurs concentrations exprimées
en ng/µg. Pour cette source, les experts nous disent que le rapport des contributions du chlore sur le
sodium est d’environ 2. De plus, cette source ne doit pas contenir de carbone total (TC). Seules les
deux méthodes informées avec contraintes inégalités (celle avec le modèle et celle sans le modèle
physique) s’approchent de l’expertise chimique.

La figure 4.5 présente la source anthropique « Ascométal » estimée par chacune des méthodes.
Les experts nous indiquent que le zinc est majoritaire. Ici, la méthode informée de Kfoury sur-
estime cette quantité. Par ailleurs, la méthode non-informée et les méthodes sans contrainte in-
égalité ont tendance à sur-estimer des espèces mineures. Une fois de plus, seules les méthodes
informées avec contraintes inégalités permettent de coller à la théorie. De plus, parmi les deux
méthodes, l’approche faisant appel au modèle fournit des proportions très correctes jusque la 8e
espèce chimique.

4.2 Etalonnage in situ de capteurs mobiles

Lorsqu’on s’intéresse à l’observation de la qualité de l’air, l’approche réglementaire fait appel à
un nombre réduit de capteurs de précision, très volumineux et coûteux, disséminés sur un territoire.
L’inconvénient majeur d’un tel réseau est qu’il ne permet pas de mesurer certains effets locaux (par
exemple les effets de canyon) qui sont difficiles à modéliser sans moyens de calculs très importants.
Depuis une dizaine d’année, dans la mouvance de l’internet des objets, un nombre croissant de pro-
jets propose d’introduire des foules de capteurs mobiles bas-coût qui vont permettre de compléter
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FIGURE 4.4 – Profil de la source marine estimée.
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FIGURE 4.5 – Profil de la source « Ascométal » estimée.
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FIGURE 4.6 – Résumé graphique des contributions en étalonnage de capteurs (source [Dor17]).

la mesure des capteurs réglementaires. Lorsque ces capteurs sont connectés à des smartphones de
volontaires, on parle alors de mobile crowdsensing [Cap+19]. De nombreuses problématiques ont
émergé avec de telles mesures comme la cartographie de la qualité de l’air avec un grand volume
de données de qualité hétérogène. Cependant, la problématique qui nous a semblé prioritaire lors
du début de ce travail en 2013-2014 concernait la confiance dans la qualité des données. En effet,
les capteurs bas-coût ont tendance à voir leur réponse dériver au cours du temps assez rapidement,
nécessitant un ré-étalonnage régulier en laboratoire. Hélas, ce dernier n’est pas réalisable pour des
raisons de coût et d’indisponibilité des capteurs portés par des volontaires. Aussi, des méthodes
d’étalonnage in situ de données – c.-à-d. des méthodes numériques de correction de la dérive des
capteurs à partir des mesures – ont été proposées [MZT18 ; DLR19]. C’est cette problématique
que nous avons revisité comme un problème informé de (semi-)NMF (voir figure 4.6) et qui est
présenté ci-dessous.

4.2.1 Modélisation du problème

On suppose que m− 1 capteurs mobiles fournissent des données géo-localisées et horodatées.
Ces mesures complètent des mesures réglementaires issues de capteurs fixes, que l’on peut consi-
dérer comme issues d’un m-ème capteur mobile. Nous définissons alors les concepts suivants :

Définition 1 ([Sau+14]). Un rendez-vous est un voisinage spatio-temporel entre des mesures de
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FIGURE 4.7 – Exemple d’une scène de taille 4×4 (n = 16) contenant 3 capteurs mobiles.

capteurs différents.

La notion de voisinage est définie par deux grandeurs ∆t et ∆d qui correspondent respectivement
à une durée et une distance. Selon le phénomène physique mesurée, les valeurs de ∆t et ∆d peuvent
significativement varier [Sau+14].

Définition 2. Une scène S est un espace délimité et discrétisé observé pendant un intervalle de

temps [t, t+∆t). La discrétisation spatiale est telle que pour tout couple de points localisé dans une

même cellule, la distance séparant ces deux points est inférieure à ∆d .

Une scène est donc une grille de cellules dans lesquelles les capteurs peuvent se mouvoir et
acquérir une mesure du phénomène physique. Quand deux capteurs partagent une même position
dans la scène, ils sont en rendez-vous. Ces données peuvent être réorganisées sous la forme d’une
matrice X où un indice de ligne correspond à une position dans la scène alors qu’un indice de
colonne correspond à un numéro de capteur (voir figure 4.7).

En supposant que les capteurs mobiles suivent un modèle de réponse affine, on peut alors lier
la mesure brute du capteur j dans la cellule i – notée xi j à la grandeur mesurée notée gi selon la
relation

xi j ≈ f0, j + f1, j ·gi, (4.10)

où f0, j et f1, j sont respectivement l’offset et le gain associés au capteur j. Si chaque capteur réalise
une mesure sur chaque cellule de la scène et si on a une mesure réglementaire sur chacune de ces
cellules, on peut alors stocker les données dans une matrice X de taille n×m liée au phénomène
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physique par une relation matricielle de la forme (3.2) où 6

G ≜




1 g1

1 g2
...

...
1 gn




et F ≜
[

f0,1 f0,2 . . . f0,m−1 0
f1,1 f1,2 . . . f1,m−1 1

]
. (4.11)

Notons que les sorties de capteurs sont généralement des tensions, ce qui fait de X une matrice non-
négative. De même, G est non-négative puisque les phénomènes observés sont des concentrations
de polluants. Enfin, F est à valeurs de signe quelconque sauf pour certains capteurs [Sha06] pour
lesquels elle est aussi non-négative.

En pratique cependant, la matrice X n’est pas entièrement observée et on peut modéliser ce
phénomène en intégrant une matrice de pondération W , nous amenant à considérer le problème
(2.1). W peut être une matrice binaire (wi j valant 1 si une mesure est disponible, 0 sinon) ou non-
binaire (par exemple, les valeurs non-nulles de wi j pourraient être égales à l’inverse de l’incertitude
σ j liée au capteur j). De plus, l’estimation de F n’est possible que si le réseau de capteurs est assez
dense (« suffisamment » de rendez-vous entre les capteurs) et s’il y a « suffisamment » de diversité
dans ces mesures en rendez-vous.

Le problème d’étalonnage de capteurs mobiles consiste à mettre à jour les paramètres libres de
G et F – stockés dans des matrices notées ∆G et ∆F – en utilisant la même paramétrisation que
celle utilisée dans le problème de partitionnement de sources, mis à part que nous ne considérons
pas de contrainte inégalité. Plutôt qu’une divergence paramétrique αβ , nous avons choisi la norme
de Frobenius comme fonction d’attache aux données. Nous avons ensuite étendu ce problème aux
réponses non-linéaires de capteurs [Dor+16b], au cas multi-capteurs [Vu +21] et au cas multi-
scènes [Yah21].

1. Dans le premier cas, on modélise la réponse des capteurs par une fonction polynomiale. Le
problème d’étalonnage se modélise de manière similaire à celle des capteurs à réponse affine,
sauf que la matrice G possède une structure de Vandermonde et que la matrice F est à valeurs
de signe quelconque [Dor+16b], c.-à-d. qu’il peut se résoudre sous la forme d’un problème
informé de semi-NMF.

2. Dans le deuxième cas, on suppose que p ≥ 2 capteurs – mesurant des grandeurs différentes
– sont positionnés dans le même boîtier de mesure et que les données issues de chaque
capteur sont corrélées aux différentes grandeurs mesurées par le boîtier. Cette hypothèse est
classiquement faite en mesure de la qualité de l’air. Par exemple, de nombreux capteurs ont

6. La dernière colonne de F permet d’intégrer les mesures réglementaires dans la matrice X . Comme nous ne
connaissons pas ni leurs modèles d’étalonnage ni leurs paramètres, nous intégrons directement leur sorties, supposées
égales au phénomène mesuré.
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leur réponse qui dépend de la température et humidité ambiante mais aussi des concentrations
d’autres gaz [Maa+16]. Comme les paramètres de temps et de distance définissant un rendez-
vous sont propres à chaque capteur d’un boîtier, on peut choisir des paramètres ∆t et ∆d de
sorte que l’échantillonage spatio-temporel de la scène soit le même pour chaque capteur [Vu
+21]. On peut alors organiser l’ensemble des grandeurs mesurées dans une matrice G qui se
lit

G ≜




1 g11 · · · g1p

1 g21 · · · g2p
...

... · · · ...
1 gn1 · · · gnp



, (4.12)

où gik est la valeur de la k-ème grandeur physique mesurée dans la i-ème cellule de la scène.
Le k-ème capteur situé dans le j-ème boîtier de mesure fournit alors la donnée x(k)i j dans la
i-ème cellule de la scène, selon la relation

x(k)i j ≈ f (k)0, j +
K

∑
l=1

f (k)l, j ·gli, (4.13)

où les coefficients f (k)l, j sont ses paramètres d’étalonnage à estimer. En suivant le principe
précédent pour l’étalonnage de capteurs à réponse affine, on peut obtenir une relation du type

W (k) ◦X (k) ≈W (k) ◦ (G ·F(k)), (4.14)

où F(k) contient les paramètres d’étalonnage du k-èmes capteur de chacun des boîtiers de
mesure. Comme chacun de ces capteurs est supposé suivre un modèle similaire 7, l’ensemble
de ces problèmes peut être modélisé sous la forme (2.1) en concaténant les matrices W (k),
X (k) et G(k) ainsi :

W ≜
[
W (1)W (2) . . .W (K)

]
, (4.15)

X ≜
[
X (1)X (2) . . . X (K)

]
, (4.16)

F ≜
[
F(1)F(2) . . . F(K)

]
. (4.17)

3. Dans le dernier cas, on considère l’évolution temporelle d’une scène qu’on peut modéliser
comme une série temporelle de N + 1 matrices – notées X(t) – associées à une série tem-
porelle de N + 1 matrices de poids W (t) et une série temporelle de variations du ou des

7. Par exemple, le modèle de réponse affine de capteur peut être écrit sous la forme (4.14) en forçant certaines
lignes de F à zéro.
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phénomènes physiques observés au cours du temps, stockée sous la forme de N +1 matrices
G(t). Il est à noter qu’en observation de la qualité de l’air, les grandeurs observées fluctuent
beaucoup plus rapidement que les paramètres d’étalonnage des capteurs. Par exemple, les
auteurs de [Sau+14] fixent à 10 min la durée d’une scène pour un capteur d’humidité alors
que les auteurs de [AMM15] ont montré que les mêmes capteurs conservaient des paramètres
d’étalonnage stables à l’échelle de la semaine ou du mois 8. En considérant des séries tempo-
relles suffisamment courtes, les paramètres d’étalonnage ne fluctuent donc pas et peuvent être
stockés dans une matrice notée F qui ne dépend pas du temps 9. Pour chaque indice temporel
de la série, on obtient alors une relation de la forme :

W (t)◦X(t)≈W (t)◦ (G(t) ·F). (4.18)

L’ensemble de ces problèmes peut être modélisé sous la forme (2.1) en concaténant les ma-
trices W (t), X(t) et G(t), c.-à-d.

W ≜




W (t0)

W (t1)
...

W (tN)



, X ≜




X(t0)

X(t1)
...

X(tN)



, G ≜




G(t0)

G(t1)
...

G(tN)



. (4.19)

Ainsi, un problème d’étalonnage multi-scène et/ou multi-capteurs peut être résolu de la même
manière qu’un étalonnage de capteur à réponse affine, mis à part que les matrices en jeu sont de
bien plus grande dimension.

Nous avons ensuite cherché à régulariser le problème. En particulier, dans le cadre où nous cher-
chons à étalonner un unique type de capteur à réponse affine, nous avons proposé deux contraintes
supplémentaires qui peuvent être utilisées séparément ou conjointement. Tout d’abord, nous avons
supposé que le phénomène physique observé est parcimonieux par rapport à un dictionnaire préala-
blement appris (par exemple, à partir de nombreuses simulations de modèles réalistes de la qualité
de l’air). Nous pouvons ainsi réaliser une approximation parcimonieuse 10 de la deuxième colonne
de G. Le dictionnaire permet de compléter G même si nous n’avons pas des mesures très denses et
ainsi de fournir une cartographie complète du phénomène observé. Par ailleurs, ce même diction-
naire permet aussi de relâcher la contrainte spatiale du rendez-vous puisque deux capteurs sont en
rendez-vous s’ils partagent les mêmes supports atomiques du dictionnaire [Dor+18].

8. Au delà de un mois, des modèles d’étalonnage plus complexes prenant en compte la dérive des réponses des
capteurs au cours du temps sont plus performants [AMM15].

9. Le cas où ces paramètres peuvent évoluer sera discuté dans les perspectives de ces travaux.
10. Dans sa thèse, C. Dorffer a aussi proposé d’utiliser des modèles polynomiaux ou de krigeage comme alternative

au dictionnaire [Dor17].
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Enfin, certains fabricants de capteurs fournissent la réponse moyenne attendue de leurs capteurs,
c.-à-d. qu’ils fournissent les paramètres moyens de chaque ligne de F . On pourrait forcer les valeurs
de F à fournir des moyennes strictement égales à ces paramètres, comme cela a pu être proposé
pour une autre approche d’étalonnage dans un contexte d’acquisition comprimée [Bil+14]. Nous
avons proposé au contraire de pénaliser le problème de (semi-)NMF informé de sorte que la valeur
moyenne de chaque ligne de F soit proche de la valeur fournie par le fabricant du capteur [Dor+18].

L’ensemble de ces connaissances, qui peuvent être appliquées conjointement ou séparément au
problème, a donné lieu à autant de variantes algorithmiques qui s’appellent :

— IN-Cal pour Informed Nmf Calibration method : l’approche informée sans approximation
parcimonieuse de G ni contrainte de valeur moyenne dans F ;

— SpIN-Cal pour Sparse IN-Cal : l’extension d’IN-Cal qui fait appel au dictionnaire et à la
décomposition parcimonieuse de la deuxième colonne de G ;

— ACIN-Cal pour Average-Constrained IN-Cal : l’extension d’IN-Cal pénalisée par les valeurs
moyennes sur les lignes de F ;

— SpAIN-Cal pour Sparse and Average-constrained IN-Cal : l’extension d’IN-Cal avec ap-
proximation parcimonieuse de la deuxième colonne de G et pénalisation sur les valeurs
moyennes des lignes de F .

Algorithmes proposés : Dans un premier temps, nous avons proposé des mises à jour multipli-
catives de NMF pour les problèmes d’étalonnage de capteurs à réponses affine [Dor+15 ; Dor+16a ;
Dor+18]. Nous avons aussi proposé un algorithme de semi-NMF faisant appel au gradient projeté
pour les problèmes non-linéaires d’étalonnage [Dor+16b]. Pour ce dernier, seul un vecteur colonne
de G est à estimer puisque les autres colonnes sont automatiquement déduites de celui-ci.

Plus récemment, nous avons étendu à un cas informé un algorithme rapide de NMF pondérée
faisant appel à un gradient de Nesterov [Dor+17a] pour traiter les problèmes d’étalonnage de cap-
teurs co-localisés dans un boîtier de mesure [Vu +21] ou pour traiter le cas multi-scène [Yah21].
Enfin, nous avons accéléré ces algorithmes en les combinant aux projections aléatoires. Ce dernier
point fait l’objet du prochain chapitre.

4.2.2 Expériences

Nous présentons dans cette section les résultats de simulations de mesures de la qualité de
l’air par une foule de capteurs non-étalonnés. Nous cherchons ici à illustrer l’intérêt des méthodes
développées par rapport à d’autres stratégies de la littérature. Nous considérons une simple scène
discrétisée de taille 10× 10 (signifiant que la matrice de données X a n = 100 lignes) et observée
par m−1 = 25 capteurs mobiles mesurant le taux de particules fines [Sha06] (voir figure 4.8). Nous
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FIGURE 4.8 – A gauche : scène simulée. A droite : grandeur physique vectorisée (en haut) et
valeurs mesurées par 3 capteurs différents (en bas).
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FIGURE 4.9 – Exemples de matrice X avec 25 capteurs mobiles et 4 mesures de référence (sur la
dernière colonne). A gauche : ρMV = 0.8 et ρRV = 0.9. A droite : ρMV = 0.1 et ρRV = 0.1.

avons par ailleurs un dictionnaire contenant 62 atomes dont 2 permettent de reconstruire sans erreur
la scène. La réponse des mobiles capteurs suit un modèle affine. En pratique, le gain et l’offset
associé à chaque capteur est tiré aléatoirement selon une distribution gaussienne respectivement
centrée en 0.9 V et 5 V/(mg/m3) et projetés sur leur intervalle admissible, c.-à-d. pour tout j =

1, . . . ,m−1, 0 < f1, j < 1.5 et 3.5 < f2, j < 6.5. Enfin, on considère 4 mesures de références dans la
m-ème colonne de X , qui est échantillonnée de sorte que chaque capteur mobile a au plus un rendez-
vous avec un capteur de référence. Cette configuration est déjà suffisamment complexe pour que
les approches d’étalonnage multi-saut de la littérature [SHT15 ; Maa+16 ; AMM15] ne puissent être
appliquées.

Nous considérons deux paramètres que nous faisons varier :

— la proportion ρMV de valeurs manquantes dans les m−1 première colonnes de X ,
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— la proportion ρRV de rendez-vous entre un capteur mobile et un capteur de référence.

La figure 4.9 montre deux exemples de matrices de données observées pour des valeurs de para-
mètres ρMV et ρRV différentes. A partir de ces matrices, nous pouvons rajouter du bruit pour faire
varier le rapport signal-à-bruit. Dans ces simulations, les poids de W sont binaires.

Nous considérons dans les tests présentés ci-dessous les approches IN-Cal, ACIN-Cal et SpIN-
Cal. Nous comparons leurs performances avec une approche « naturelle » qui se présente ainsi :
lorsque la matrice X est complète, la dernière colonne de X est égale à la dernière colonne de G

et F peut alors être estimée par moindres carrés non-négatifs. En pratique, comme X n’est pas
entièrement observée, nous la complétons avec une méthode de complétion de faible rang fondée
sur une approche itérative de décomposition en valeurs singulières tronquée [BCG11].

Nous faisons respectivement varier les proportions ρMV et ρRV de 0% à 95% et de 0% à 90%.
Pour chaque couple (ρMV,ρRV), nous réalisons 40 simulations pour lesquelles 5 ·105 itérations de
chaque méthode de NMF sont réalisées à partir de la même initialisation. Nous mesurons alors la
racine de l’erreur quadratique moyenne (RMSE pour Root Mean-Square Error en anglais) sur la
première ligne de F estimée 11 et nous considérons comme un « succès » les cas où cette erreur
est en dessous de 10−7. La figure 4.10 présente ces graphiques dans le cas où il n’y a pas de bruit
additif dans les données. On constate que l’approche « naturelle » échoue à estimer correctement
les paramètres d’étalonnage dans un grand nombre de cas, principalement lorsqu’il y a beaucoup de
valeurs manquantes ou lorsque la proportion de rendez-vous avec des capteurs étalonnés est faible.
Cela est probablement dû au fait que l’étape de complétion de X génère des erreurs d’estimation
à la fois dans X et dans G qui se propagent dans l’estimation de F . Au contraire, les approches
informées permettent de réaliser un étalonnage de qualité dans une bien plus grande plage de va-
leurs. Il est notable qu’ACIN-Cal fournisse de très bonnes performances, même en l’absence de
rendez-vous avec des capteurs de référence. Dans ce cas, le taux de succès dépend directement de
la distance entre les paramètres moyens fournis par le fabricant de capteurs et la valeur moyenne
réelle des lignes de F [Dor+18]. Comme expliqué précédemment, le dictionnaire régularise le pro-
blème en complétant G, permettant de se passer de rendez-vous au sens de la définition 1. Dans
ce cas, les rendez-vous se font indirectement grâce aux supports atomiques communs des capteurs.
Cependant, la qualité de l’étalonnage est alors directement lié à la qualité du dictionnaire et de
l’approximation parcimonieuse [Dor17].

Dans un deuxième temps, nous comparons les performances de IN-Cal avec celles obtenues
par une méthode multi-saut de la littérature [SHT15]. Ces approches multi-sauts consistent à es-
timer dans un premier temps les paramètres d’étalonnage d’un capteur mobile non-étalonné en le
comparant aux mesures d’un capteur de référence lors de rendez-vous, puis d’utiliser ce capteur
nouvellement étalonné pour estimer les paramètres d’étalonnage d’un autre capteur mobile, et ainsi

11. Des résultats similaires sont obtenus sur la deuxième.
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FIGURE 4.10 – Proportion de « succès » des méthodes d’étalonnage. En haut, de gauche à droite :
l’approche « naturelle » et IN-Cal. En bas, de gauche à droite : ACIN-Cal et SpIN-Cal.

de suite. Ce type de méthode ne peut donc pas traiter les données simulées précédemment puisque
nous avons considéré la situation où chaque capteur mobile avait au plus un rendez-vous avec un
capteur de référence. Nous relâchons ici ces contraintes en considérant une matrice X complète
dont on supprime aléatoirement une proportion ρMV de valeurs. La figure 4.11 présente les résul-
tats obtenus, dans un cas non-bruité à gauche et bruité à droite (dans ce cas, le rapport signal-à-bruit
vaut 30 dB). On constate que les deux approches fournissent des performances similaires lorsque le
taux de valeurs manquantes est faible mais qu’IN-Cal fournit de meilleures performances lorsque
ρRV devient supérieur à 80%. Cela démontre l’intérêt de l’approche proposée.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté nos travaux en NMF informée pour deux applications
distinctes : le partitionnement de sources et l’étalonnage in situ de capteurs mobiles. Le point com-
mun entre ces approches réside dans la paramétrisation d’une ou des deux matrices facteurs pour
gérer des valeurs connues. Les approches testées sont cependant fondées sur des techniques d’op-
timisation relativement lentes. Une stratégie d’accélération est présentée dans le prochain chapitre.
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FIGURE 4.11 – Comparaison des performances d’IN-cal avec une approche multi-saut [SHT15]
par rapport à la proportion de données manquantes. A gauche : cas sans bruit. A droite : signaux
bruités.
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Chapitre 5

Factorisation comprimée en matrices
(semi)-non-négatives

5.1 Introduction

La NMF a connu un vif intérêt de la part de la communauté scientifique et de nombreux auteurs
se sont intéressés à son accélération. Les principales techniques proposées reposent sur l’utilisa-
tion de solveurs rapides [Gua+12 ; AG19] ou stochastiques [Kas18 ; SER16], la distribution des
calculs [Liu+10] et la compression des données [TS16 ; Eri+18]. Cette dernière stratégie consiste
à réduire la taille des données tout en maintenant la qualité de l’information qu’elles contiennent.
Elle est donc particulièrement intéressante dans le cadre d’approches itératives (comme la NMF
mais aussi d’autres méthodes d’apprentissage statistique) dans lesquelles de nombreux passages en
mémoire de la matrice de données sont effectués. Par ailleurs, elle est complémentaire des autres
stratégies précédemment citées et des calculateurs dédiés à cette compression ont récemment vu le
jour [Saa+16].

Ces stratégies de compression trouvent leur origine dans les travaux en algèbre linéaire rando-
misée [HMT11 ; Mah11 ; DM16] qui sont issus des travaux pionniers de Johnson et Lindenstrauss
[JL84]. Ces derniers ont donné leur nom à un lemme célèbre.

Lemme 1 (Johnson-Lindenstrauss [JL84]). Soit un seuil ε ∈]0,1[ et un jeu de n points {y1 · · ·yn}
dans un espace euclidien Rm. Il existe un plongement linéaire ξ : Rm 7→ Rs avec s > 8(log(n)/ε2),

tel que ∀1≤ i≤ j ≤ n,

(1− ε)∥yi− y j∥2 ≤ ∥ξ (yi)−ξ (y j)∥2 ≤ (1+ ε)∥yi− y j∥2. (5.1)

88



FIGURE 5.1 – Valeur minimale de s – respectant le lemme 1 – en fonction de n, pour ε = 0.1.

L’intérêt premier de ce lemme réside dans sa démonstration. En effet, Johnson et Lindenstrauss
construisent l’opérateur ξ comme une simple matrice aléatoire Gaussienne normalisée. Dit autre-
ment, un tirage aléatoire gaussien est un outil de compression universel qui maintient les distances
entre n’importe quelle paire de points, à un seuil ε prêt. Le deuxième aspect intéressant réside dans
le fait que la dimension s de l’espace projeté ne dépend que du nombre de points n et du seuil ε ,
et pas du tout de l’espace Rm de départ. Le dernier point intéressant est que la valeur de s tend à
être plus petite que n lorsque n augmente. En guise d’illustration, la figure 5.1 montre la valeur
minimale de s à respecter en fonction de n, pour une valeur de ε fixée.

Avec le déluge de données (ou Big Data) que l’on connaît, ces résultats mathématiques ont
motivé le développement de nombreuses stratégies randomisées pour traiter plus rapidement de
grands volumes de données structurées (c.-à-d. organisées sous formes de matrices ou tenseurs).
Par ailleurs, il a été démontré que toute matrice de grande taille tend à être de faible rang [UT19],
ce qui implique que ces projections aléatoires peuvent être utilisées pour accélérer les techniques de
factorisation matricielle 1. Par analogie avec l’acquisition comprimée où la matrice de mesure – qui
doit être la « plus incohérente possible » du dictionnaire dans lequel le signal d’intérêt est parcimo-
nieux – est souvent une réalisation d’un tirage aléatoire Gaussien, on parle parfois d’apprentissage

comprimé pour nommer ces méthodes [Gri+21]. En particulier, plusieurs techniques comprimées
de NMF ont été proposées 2.

A notre connaissance, les premiers travaux autour des projections aléatoires pour la NMF ont
été proposés dans [ZCX12] : les auteurs y proposent d’appliquer une SVD randomisée à la matrice
de données – pour réduire le nombre de valeurs à traiter – et des mises à jour dédiées. Cependant,

1. En particulier, s doit être strictement supérieur au rang p de la matrice de données X . Plus précisément, on doit
vérifier s≥ p+2 pour garantir des résultats théoriques de l’algèbre linéaire randomisée [HMT11].

2. Il est à noter que des stratégies similaires ont été proposées pour l’analyse en sous-espaces indépendants [SL09],
le clustering [Gri+21], la décomposition en modes dynamiques [Eri+19] ou encore les réseaux de neurones profonds
[WK19].
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la grande majorité des auteurs se sont focalisés sur des projections bilatérales [ZT12]. Plus parti-
culièrement, cette stratégie consiste à compresser à gauche et à droite la matrice de données X , via
des matrices notées L et R. En supposant que X s’écrit sous la forme d’un produit G ·F , on obtient :

L ·X ≈ (L ·G) ·F, (5.2)

X ·R≈ G · (F ·R). (5.3)

En définissant XL ≜ L ·X , XR ≜ X ·R, GL ≜ L ·G et FR ≜ F ·R, les équations (5.2) et (5.3) s’écrivent
comme de simples factorisations matricielles. Lorsqu’on s’intéresse à des problèmes de NMF,
comme les matrices L et R ne sont pas non-négatives, les problèmes comprimés correspondants
se résolvent comme des problèmes de semi-NMF. En pratique, on trouve généralement dans la lit-
térature des approches faisant appel à des projections agnostiques des données ou à des projections
structurées (c.-à-d. qui font appel aux données).

1. Suivant les résultats du Lemme 1, les auteurs de [WL10] ont proposé d’utiliser des tirages
aléatoires Gaussiens pour construire L et R et d’appliquer des mises à jour multiplicatives
de semi-NMF [DLJ10]. Dans [KPW16], notant que les produits matriciels par des matrices
denses – par exemple des matrices gaussiennes – étaient coûteux, Krapalov et al. proposent
de combiner deux stratégies de projections aléatoires : la méthode CountSketch qui génère
une matrice de projection creuse [CW17] et une matrice Gaussienne. Leur approche, nom-
mée CountGauss, est plus rapide que les projections Gaussiennes tout en apportant la même
performance de NMF séparable.

2. Au contraire et indépendamment, les auteurs de [TS16] et [Eri+18] ont proposé d’utiliser des
projections aléatoires structurées. Ces projections consistent à utiliser la matrice de données
pour générer les opérateurs. Les algorithmes les plus classiques sont les puissances itérées
randomisées (RPI pour Randomized Power Iteration en anglais) et les sous-espaces itérés
randomisés (RSI pour Randomized Subspace Iteration) [HMT11]. En théorie, les deux stra-
tégies sont similaires mais la seconde est moins sensible aux phénomènes d’arrondis des
calculateurs numériques. Appliqués à L, les RPI s’écrivent :

L ≜ QR
(
(XXT )q ·X ·ΩL

)T
, (5.4)

où q est un entier fourni par l’utilisateur (généralement, q= 2, 3 ou 4), ΩL ∈Rm×(p+ν) est une
matrice aléatoire Gaussienne où ν est un coefficient de sur-échantillonnage (typiquement,
ν = 10). L’équation (5.4) peut s’interpréter ainsi : le produit X ·ΩL fournit une esquisse de
la matrice X . De son côté, le terme (XXT )q permet d’accentuer la structure de faible rang
de X (en faisant accroître le rapport entre les premières valeurs singulières et les dernières).
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La décomposition QR permet quant à elle de fournir une matrice orthonormée de l’espace
ligne de X . La matrice R peut être obtenue de manière similaire par transposition de X . Bien
que plus coûteuses à calculer que des projections agnostiques aux données, ces projections
structurées permettent d’améliorer très sensiblement les performances de NMF. Les travaux
dans [TS16 ; Eri+18] diffèrent dans le choix des algorithmes : même si les deux articles ont
proposé des algorithmes comprimés pour la NMF séparable, dans le cas d’une NMF plus
classique, Tepper et Sapiro [TS16] ont utilisé Active Set [KP08] et les mises à jour de semi-
NMF de [DLJ10] tandis que Erichson et al. [Eri+18] ont fait appel à HALS [CZA07]. Dans
le cadre de la thèse de F. Yahaya, nous avons combiné des mises à jour de Nesterov avec les
techniques de RSI [Yah+18].

3. Plus récemment, les auteurs dans [Sha+19] ont supposé n’observer qu’une matrice com-
primée – par exemple XL – et cherchent à estimer GL et F . Dans un deuxième temps, en
supposant les colonnes de G parcimonieuses par rapport à un dictionnaire, G est déduite de
GL sous la forme d’un problème d’acquisition comprimée.

A notre connaissance, avant nos travaux dans le cadre de la thèse de F. Yahaya, il n’existait pas
de méthode combinant compression et incertitudes associées aux données. Nos activités sont pré-
sentées dans la section suivante. Toutefois, les auteurs de [Sap+22] ont très récemment proposé un
algorithme comprimé pour le partitionnement de sources. Leur approche peut être vue comme une
extension pondérée de [ZCX12] : dans un premier temps, ils cherchent à approcher W ◦X sous la
forme d’un produit matriciel, noté A ·S. Pour cela, une stratégie de projections bilatérales structu-
rées est appliquée à la matrice W ◦X et les facteurs matriciels A et S sont obtenus par HALS. Dans
un deuxième temps, ils estiment G et F à partir de la relation

A ·S =W ◦ (G ·F), (5.5)

via une stratégie itérative de moindres carrés alternés.

5.2 Méthodes de compression pour la NMF pondérée

5.2.1 Principe général et méthodes proposées

Nous cherchons dans cette section à appliquer des projections aléatoires dans un cadre de NMF
pondérée défini dans l’équation (2.1). Compte tenu de la difficulté d’estimer directement G et F à
partir de versions compressées de X avec le produit de Hadamard et la matrice W , nous proposons
un formalisme EM. Pour rappel, dans la stratégie EM de résolution de la NMF pondérée, une
version complétée de X – notée Xcomp est estimée dans l’étape E, selon l’équation (3.10). Dans
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l’étape M, n’importe quelle méthode de NMF peut être appliquée à Xcomp pour mettre à jour G et
F . Notre stratégie est donc la suivante : à la fin de l’étape E, il est possible de comprimer Xcomp

pour accélérer les calculs de l’étape M. Nous faisons donc appel à des projections bilatérales par
des matrices structurées L et R.

Il est cependant à noter que, contrairement à la NMF non-pondérée, le calcul de L et de R

ne se fait pas une seule fois mais à chaque étape E, qui génère une augmentation significative
du temps de calcul. Il faut donc que ce temps perdu soit compensé par l’accélération des mises
à jour dans l’étape M. En pratique, cela est possible si le nombre d’itérations dans l’étape M est
suffisamment élevé (et nécessaire). Cependant, il paraît plus judicieux de chercher à accélérer les
calculs de l’étape E. Nous avons proposé pour cela une alternative [Yah21]. Supposons qu’une
matrice – disons L – ait été calculée. La matrice R est obtenue par RPI selon la relation

R ≜ QR
{(

ΩR ·Xcomp ·
(
(Xcomp)T Xcomp)q

)T
}
. (5.6)

Or, comme L est une base orthonormée, on peut remarquer que

(Xcomp
L )T ·Xcomp

L = (Xcomp)T ·LT ·L ·Xcomp (5.7)

≈ (Xcomp)T ·Xcomp. (5.8)

En effet, si Xcomp est approximativement de rang p, on obtient [HMT11, Théorème 1.1]

E∥Xcomp−LT ·L ·Xcomp∥ ≤
(

1+
4
√

p+ν
ν−1

·
√

min(n,m)

)
λp+1, (5.9)

où λp+1 est la p+1-ème valeur singulière de Xcomp.

Cependant, le produit (Xcomp)T ·Xcomp requiert n ·m2 multiplications et autant d’additions alors
que (Xcomp

L )T ·Xcomp
L n’en nécessite que (k+ν)m2. Ainsi, comme n est beaucoup plus grand que

k+ ν , le cacul de R est significativement accéléré par cette astuce. Lorsqu’elle est appliquée à la
méthode RPI ou RSI, avons obtenons respectivement une variante nommée ARPI (pour Accelerated

RPI en anglais) ou ARSI (pour Accelerated RSI en anglais).

5.2.2 Expériences

Tests sur un exemple jouet : Pour montrer l’intérêt des approches proposées, nous proposons un
ensemble de simulations où on cherche à estimer une matrice X theo ∈ Rn×m

+ à partir d’une version
échantillonnée X associée à un poids binaire W . Plus particulièrement, la matrice X theo est générée
comme le produit de deux matrices Gtheo ∈ Rn×p

+ et F theo ∈ Rp×m
+ avec n = m = 10000 et p = 5.

Cette matrice est ensuite échantillonnée en éliminant 10 à 90% des données, avec un pas de 20%.
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FIGURE 5.2 – Taux de succès des méthodes de NMF pondérée lorsqu’elles tournent 120 s. De
gauche à droite : EM-W-NMF, REM-W-NeNMF-RPI et REM-W-NeNMF-ARPI.

On compare trois méthodes :

1. l’approche EM de NMF pondérée faisant appel à un gradient de Nesterov (EM-W-NeNMF)
[Dor+17a] ;

2. son extension randomisée faisant appel aux RPI (REM-W-NeNMF-RPI) ;

3. son extension randomisée faisant appel aux ARPI (REM-W-NeNMF-ARPI).

Pour chaque méthode et pour chaque proportion de données manquantes, on lance plusieurs calculs
où on fait varier le nombre η d’itérations dans l’étape M de ces méthodes. Les tests sont réalisés
sur Matlab R2018a installé un PC portable équipé d’un CPU 4 cœurs Intel Core i7-4800MQ Quad
Core avec 32 GB de mémoire RAM. Pour chacune des méthodes, le critère d’arrêt est une durée de
CPU fixé à 120 s. Pour chaque test, le critère de performances est l’erreur relative de reconstruction
(RRE pour Relative Reconstruction Error en anglais) définie comme

RRE ≜ ∥X
theo−G ·F∥2

F

∥X theo∥2
F

(5.10)

Chacune des expériences est réalisée 15 fois et on définit un « succès » quand le RRE est en dessous
de 10−5.

On constate que les approches comprimées permettent généralement d’obtenir plus souvent un
RRE en dessous de 10−5 que la version non-comprimée dont elles dérivent. En particulier, lorsque
la valeur de η et la proportion de données manquantes sont élevées, les approches comprimées
sont bien plus performantes que la méthode non-comprimée qu’elles étendent, très probablement
car elles sont dans la situation où elles finissent l’étape M bien plus vite et peuvent donc réaliser plus
d’étapes E. Ceci est confirmé par les temps CPU médians fournis dans le tableau 5.1. On remarque
que l’étape E dure respectivement environ 1 s et 2 s de plus pour les approches comprimées avec
ARPI et RPI que pour l’approche non-comprimée. Cependant, une itération dans l’étape M dure 4
à 5 fois moins longtemps pour les approches comprimées que pour l’approche non-comprimée.
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TABLEAU 5.1 – Temps CPU moyen atteint par les méthodes testées.

Méthode Temps CPU d’une étape E Temps CPU d’une itération dans l’étape M

EM-W-NeNMF 2.642 s 0.161 s

REM-W-NeNMF-RPI 4.606 s 0.038 s

REM-W-NeNMF-ARPI 3.750 s 0.034 s

Simulation d’étalonnage de capteurs : Nous présentons ci-dessous les tests réalisés sur des
simulations d’étalonnage d’un réseau de capteurs mobile. Plus précisément, nous considérons ici
m−1 = 100 boîtiers de mesure contenant chacun p = 2 capteurs dans un cas mono-scène de taille
20×20 (soit n = 400 cellules). Les simulations sont similaires à celles du chapitre précédent, mis
à part que chaque mesure de capteur est corrélée aux deux grandeurs mesurées. En particulier, on
peut considérer la contribution de la grandeur physique non-mesurée dans un capteur comme un
rapport signal-à-interférence d’entrée [DP07]. Celui-ci est fixé à 15 dB. On considère 10 mesures
de référence par grandeur observée. Enfin, on fixe les proportions de données manquantes et de
capteurs ayant un rendez-vous avec une référence à respectivement ρMV = 0.5, ρRV = 0.3. Nous
générons ainsi 20 jeux de données pour comparer plusieurs méthodes de NMF informée :

— l’approche IN-Cal testée dans le chapitre précédent et faisant appel à des mises à jour multi-
plicatives ;

— l’extension informée de l’approche EM-W-NeNMF proposée dans [Vu +21] ;

— les deux extensions comprimées de F-IN-Cal faisant appel aux RPI et ARPI.

Chaque méthode tourne 60 s sur Matlab R2018a installé un PC portable équipé d’un CPU 4 cœurs
Intel Core i7-4800MQ Quad Core avec 32 GB de mémoire RAM. La figure 5.3 montre les en-
veloppes et les temps médians obtenus pour chacune des méthodes. Contrairement aux tests du
chapitre précédent où elle pouvait fournir des RMSE très faibles, on constate ici que l’approche
IN-Cal n’est plus en capacité de converger rapidement : son RMSE médian reste au dessus de 10−3

au bout d’une minute de calculs. Au contraire, les approches basées sur le gradient de Nesterov et
surtout leurs extensions comprimées sont bien plus rapides. Cela souligne l’intérêt des méthodes
proposées.
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FIGURE 5.3 – Performances d’étalonnage au cours du temps.

5.3 Méthodes de compression en flux

5.3.1 Principe général

Les approches présentées précédemment fournissent des performances intéressantes. Néan-
moins, les calculs pour générer L et R dans l’étape E constituent une forme de goulot d’étrangle-
ment. On pourrait objecter qu’il serait possible de remplacer un calculateur CPU par un autre type
de calculateur plus performant, par exemple des calculateurs optiques dédiés aux projections aléa-
toires [Saa+16 ; Hes+21]. C’est partiellement vrai car contrairement aux approches de compression
agnostiques aux données qui peuvent pleinement tirer parti de ces calculateurs, les méthodes RPI et
ARPI nécessitent toujours plusieurs passages de la matrice X (ou Xcomp) en mémoire. Nous avons
donc cherché à développer de nouvelles méthodes de projections aléatoires agnostiques aux don-
nées qui apporteraient des performances similaires aux projections structurées (du type RPI/RSI)
en terme de décroissance de la fonction de coût de la NMF (pondérée).

Le point de départ de notre approche réside dans le Lemme 1 de Johnson-Lindenstrauss. Celui-
ci indique que la distorsion ε due à la compression et la dimension de l’espace projeté s (ou k+ν
dans le cas de la NMF) jouent des rôles inverses. En cherchant à diminuer ε pour obtenir une
meilleure qualité de projection, nous sommes contraints à moins compresser la matrice de données.
Si ε est très petit, il est même possible que la matrice L ou R ne puisse plus passer en mémoire.
Cela nous conduit à proposer de les traiter en flux.

Dans le cas de la NMF, nous supposons que le paramètre ν de sur-échantillonnage utilisé pour
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générer L et R est infini. Durant une itération de NMF, nous n’observons alors que deux sous-
matrice de L et R, respectivement notées L(i) ∈ R(p+νi)×n and R(i) ∈ Rm×(p+νi). En conséquence,
les mises à jour de G et de F sont respectivement réalisées avec différentes matrices comprimées
notées X (i)

R et X (i)
L . D’un point de vue algorithmique, nous considérons des mini-batchs de ω(i)

itérations, c.-à-d. que G et F sont mises à jour avec les mêmes matrices comprimées ω(i) fois.
Cette configuration extrêmement simple permet d’appliquer n’importe quelle méthode de com-
pression indépendante des données, par exemple des matrices aléatoires Gaussiennes, l’approche
CountSketch [CW17], CountGauss [KPW16], ou les projections aléatoires (très) parcimonieuses
[Ach01 ; LHC06]. Bien entendu, si on utilise ces approches sur des calculateurs CPU ou GPU et si
le nombre d’itérations pour converger est élevé, on peut s’attendre à ce qu’une approche de NMF
avec une projection structurée de type RPI ou ARPI soit plus rapide. Par contre, ces approches en
flux peuvent pleinement profiter des calculateurs dédiés.

Lorsqu’on s’intéresse à la NMF pondérée, l’approche proposée diffère un peu. En effet, dans
ce cas, nous proposons de mettre à jour L(i) and R(i) chaque fois que ω(i) étapes E sont réalisées.
Ici par contre, comme les projections structurées sont calculées à chaque étape E dans l’approche
présentée dans la section précédente, on peut s’attendre à ce que les projections non-structurées en
flux soient plus rapides à calculer, même sur CPU.

5.3.2 Expériences

Pour démonter l’intérêt de l’approche proposée, nous n’avons considéré que des tests jouets où
des données sont simulées. Dans tous ces tests, nous conservons les mêmes valeurs νi et ω(i) au
cours des itérations. Pour des raisons de concision, nous les notons ν et ω par la suite. Par ailleurs,
nous considérons deux solveurs différent de NMF, à savoir Active Set (AS-NMF) [KP08] et le
gradient de Nesterov (NeNMF) [Gua+12].

Tests sur NMF : Dans un premier temps, nous étudions les performances des projections en flux
quand elles sont combinées à la NMF non-pondérée. Nous considérons pour cela 15 simulations.
Pour chacune d’entre elles, nous générons deux matrices aléatoires non-négatives Gtheo et F theo

telles que n = m = 10000 et p = 5. Ainsi leur produit noté X theo ∈ R10000×10000
+ est une matrice

de rang 5. Le critère de performance choisi est le RRE défini dans l’équation (5.10). Pour chaque
simulation, les approches de NMF testées sont initialisées de la même manière. Toutes les expé-
riences sont réalisées sur Matlab R2018b installé sur un PC équipé d’un CPU 2.5 GHz Intel Xeon
E5-2620.

La figure 5.4 montre les performances médianes atteintes avec les méthodes AS-NMF et NeNMF
lorsqu’elles sont combinées aux approches de compression Gaussienne en flux (GCS pour Gaus-

sian Compression Stream en anglais), pour différents par valeurs de ν et ω , c.-à-d. ν = 10, 50, 100
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FIGURE 5.4 – Performance de méthodes de NMF pour les différents paramètres de la compression
aléatoire Gaussienne en flux.

ou 150 et ω = 1, 2, 5, 10 ou +∞ (dans ce dernier cas, la compression en flux devient une simple
compression par matrice Gaussienne). Ces tracés montrent plusieurs résultats intéressants. Tout
d’abord, la projection Gaussienne n’est pas toujours stable puisque les fonctions de coût des ap-
proches de NMF ne sont pas toujours décroissantes au cours des itérations. C’est particulièrement
visible quand ν = 10 à 100. Les RRE obtenues avec GCS diminuent lorsque ν augmente. Cela est
en accord avec le lemme 1 sur lequel est fondée la stratégie en flux. Quand ν = 10, les RRE ne sont
pas toujours décroissantes au cours des itérations, ce qui montre que les méthodes ne sont pas très
stables. Cependant, cet effet est réduit voire annulé en augmentant ν . Enfin, on peut remarquer que
pour toutes les valeurs de ν , fixer ω à 1 apparaît être un bon compromis. Enfin, il est à noter que le
même comportement est obtenu avec d’autres méthodes de projections aléatoires en flux.

La figure 5.5 montre l’évolution des RRE moyens lorsqu’on applique aux approches pas de
compression (Vanilla), des projections structurées (RSI), des projections en flux faisant appel à
la compression Gaussienne (GCS), CountSketch (CountSketchS), CountGauss (CountGaussS), les
projections aléatoires parcimonieuses (SRPS) quand ω = 1 et ν = 150. Les projections en flux ap-
portent des performances de NMF similaires voire supérieures aux autres stratégies, ce qui montre
l’intérêt de la stratégie proposée. Rappelons que dans ces tests, d’un point de vue temps de calcul
CPU, les approches en flux nécessitent à cette étape plus de temps de calcul que les projections
structurées RSI. Il faudrait pouvoir tester ces approches sur des calculateurs dédiés pour quantifier
l’apport de nos approches en terme de temps de calcul.

Tests sur NMF pondérée : On étudie maintenant les performances fournies par l’approche GCS
avec la NMF pondérée. Nous considérons 15 simulations de matrices X theo aléatoires de rang 5
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FIGURE 5.5 – Performance des méthodes de NMF par rapport à la méthode de compression.

Vanilla RSI (ν = 10) GC (ν = 50) GC (ν = 100)
GC (ν = 150) GCS (ν = 50) GCS (ν = 100) GCS (ν = 150)

20 40 60 80

100

10−2

10−4

10−6

10−8

Missing Value Proportion (%)

R
R

E

Perf. d’EM-AS-NMF vs taux de données manquantes

20 40 60 80

100

10−2

10−4

10−6

10−8

Missing Value Proportion (%)

R
R

E

Perf. d’EM-NeNMF vs taux de données manquantes

FIGURE 5.6 – Performances d’approches de NMF pondérée par rapport à la proportion de données
manquantes.

et de dimension 10000×10000 que nous échantillons de manière aléatoire avec un taux d’échan-
tillonnage variant de 10 à 90% avec un pas de 20%. Comme expliqué précédemment, deux solveurs
ont été utilisés – c.-à-d. AS-NMF et NeNMF – que nous combinons en pratique avec les projec-
tions structurées RSI, les projections Gaussiennes et leurs variantes en flux. Ces techniques sont
comparées à l’approche sans compression qu’elles étendent. Ici, nous souhaitons mesurer l’apport
de performances en termes de temps de calcul CPU. Nous faisons tourner Matlab R2018a pendant
60 s sur un PC équipé d’un CPU 2.5 GHz Intel Xeon E5-2620 et nous calculons le RRE final après
avoir atteint cette limite. Nous fixons le nombre d’itérations de NMF dans l’étape M à 50. Nous ré-
glons le nombre ω d’étapes E à réaliser avant de mettre à jour les matrices de compression à ω = 1.
Enfin, nous avons remarqué dans des tests préliminaires qu’une faible valeur de ν n’apportait pas
de bonnes performances. Pour des raisons de lisibilité, nous ne montrons que les RRE pour ν = 50,
100 et 150.

La figure 5.6 montrent les RRE obtenus dans ces différentes conditions. Tout d’abord et comme
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pour les techniques de NMF non-pondérées, augmenter ν permet d’obtenir de meilleures perfor-
mances avec les projections Gaussiennes classiques (GC) ou en flux (GCS). Par ailleurs, GCS sur-
passe toujours GC. Cependant, le comportement montré ici diffère des résultats précédents. Quand
la proportion de données manquantes dans X est élevée, nous trouvons que la valeur de ν dans ces
expériences a une influence limitée sur la performance de NMF pondérée. Cependant, quand cette
proportion est faible, une plus grande valeur de ν permet d’obtenir de meilleures performances. En
particulier, quand ν = 100 ou 150, la performance obtenue avec GCS est assez similaire à celle ob-
tenu avec RSI (et même légèrement mieux quand la proportion de valeurs manquantes est comprise
entre 40 et 70%). Ces résultats montrent une fois de plus l’intérêt de l’approche proposée.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une approche comprimée de NMF pondérée, basée sur
une stratégie EM. Les projections structurées étant re-calculées à chaque étape E de la méthode,
elles constituent un goulot d’étranglement – même pour leur version accélérée ARPI / ARSI – mais
le temps perdu peut être compensé par l’accélération des itérations dans l’étape M.

Nous avons ensuite présenté une approche de flux de projections aléatoires agnostiques aux
données. Cette stratégie fournit des performances intéressantes lorsqu’elle est combinée à la NMF
(pondérée). Il serait malgré tout nécessaire de valider expérimentalement son apport dans un cadre
plus général que celui testé ici. Ce point est discuté dans le chapitre 7.
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Chapitre 6

Analyse en composantes parcimonieuses

6.1 Introduction

La parcimonie est une propriété clé en traitement du signal et des images, qui intéresse forte-
ment la communauté scientifique depuis plus de 30 ans. Pour rappel, un signal est parcimonieux
dans un espace donné s’il est souvent nul alors que sa variance n’est pas nulle [Pui07]. Historique-
ment appliquée à la séparation de sources audiophoniques, cette hypothèse a permis de proposer
de nombreuses méthodes d’analyse en composantes parcimonieuses (images, démélange hyper-
spectral), mais aussi de localisation de sources multiples. Leur intérêt réside dans leur versatilité,
qui leur permet de gérer des problèmes sous-déterminés (où le nombre de sources est supérieur au
nombre d’observations), de sources corrélées, etc.

Les approches historiques de SCA fonctionnent en trois étapes principales :

1. une étape optionnelle de transformation parcimonieuse des signaux (par exemple transformée
temps-fréquence [AD05] ou en ondelettes [Dev+06]) ;

2. une étape d’identification des paramètres de mélange (disons la matrice G avec le formalisme
utilisé dans ce mémoire) ;

3. une étape d’estimation des sources (la matrice F).

Ces étapes peuvent être réalisées conjointement sous des contraintes fortes nommée WDO (pour
Windowed-Disjoint Orthogonality en anglais) [YR04].

Hypothèse 1 (WDO). Dans chaque point observé, une seule source est active.

Dans ce cas, en considérant un nuage de points à partir des signaux observés, le problème
de séparation de sources devient un problème de classification non-supervisée où chaque source
est représentée par une droite. En guise d’illustration, le tracé à gauche de la figure 6.1 présente
trois sources WDO dans le domaine temporel, stockées dans une matrice F de taille 3× 10000.
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FIGURE 6.1 – Exemple de sources WDO (à gauche) et nuage de points des observations (à droite).

Ces sources sont ensuite mélangées par une matrice G =

[
1 1 0.5

0.8 −1 1

]
. Les signaux observés

représentés sous forme de nuage de points sur le tracé à droite de la figure 6.1 montrent ainsi trois
droites dont les pentes – appelées « directions des sources » – sont directement liées aux valeurs de
G associées à chacune des sources. En ne conservant que les points appartenant à chaque droite dans
une observation, on peut alors estimer les sources et réaliser la séparation. L’hypothèse de WDO a
été fort utilisée en traitement du signal audio car elle permet de séparer des sources parcimonieuses
même lorsque le modèle de mélange réel ne correspond pas à celui modélisé dans la méthode de
séparation [YR04]. De plus, l’hypothèse de WDO est approximativement satisfaite dans le plan
temps-fréquence pour des signaux de parole en environnement relativement peu réverbéré [RY02 ;
SH08].

Cette hypothèse a par la suite été étendue au cas où au plus k sources (avec 1 ≤ k < n) sont
actives dans chaque échantillon des observations, dans le cas où on a n > 2 observations [Nai+08 ;
TGC06 ; BDB17]. On dit alors que les signaux sources sont « k-parcimonieux » [TGC06]. Alors le
nuage de points des observations forme une union d’hyperplans dont les intersections fournissent
les directions des sources. Une fois la matrice de mélange G estimée, on peut ensuite chercher
à estimer les sources dans F , par exemple par inversion de la sous-matrice de G associée à un
hyperplan.

Par ailleurs, plusieurs auteurs se sont intéressés à relâcher l’hypothèse de WDO dans le cas où
n ≥ 2 observations sont présentes [Dev14]. Ces approches reposent sur le fait que les paramètres
de mélanges peuvent être identifiés dans des « zones d’analyse » à trouver où une seule source est
active.

Définition 3. Une zone d’analyse est un sous-ensemble de points du domaine où sont analysés les
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FIGURE 6.2 – Exemples de zones d’analyse temps-fréquence. En orange : une zone d’analyse « à
fréquence constante » [AD05 ; DP07]. En cyan : une zone d’analyse « à temps constant » [PD06b ;
PD07].

signaux observés.

Typiquement, une zone d’analyse est un intervalle dans le domaine temporel ou, dans le cas où
une transformée de Fourier à court terme est appliquée aux observations, un ensemble de points
temps-fréquence adjacents (voir figure 6.2).

Définition 4. Une zone d’analyse est dite « mono-source » si seule une source est active dans cette

zone.

Définition 5. Une source est « accessible » s’il existe au moins une zone d’analyse mono-source

associée à cette source.

Hypothèse 2 (Accessibilité des sources). Chaque source est accessible.

Cette hypothèse est beaucoup moins forte que l’hypothèse de WDO. Pour illustrer ce principe,
la figure 6.3 reprend le principe de la figure 6.1, mis à part que les sources ne sont pas WDO
mais accessibles (les zones accessibles sont représentées en couleur sur les tracés à gauche de la
figure). On peut constater sur le nuage de points des observations que la géométrie globale des
données est maintenant très différente, mis à part si on réduit le nuage aux points associés aux
zones mono-sources (droites représentées en couleur sur le tracé à droite dans la figure 6.3). C’est
la raison pour laquelle ces méthodes sont nommées « approches quasi-non-parcimonieuses » dans
[Pui07]. Par ailleurs, il est possible de relâcher l’hypothèse 2 en rendant accessibles des sources
initialement cachées, dans une stratégie d’annulation de sources [AD05 ; DP07]. On peut donc
constater qu’une zone mono-source est liée à un sous-espace de rang-1 de l’espace des données.
Pour pouvoir détecter les zones mono-sources, il est nécessaire que la dimension du sous-espace
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des données dans une zone multi-source soit strictement supérieure à 1. Cela implique par exemple
une hypothèse de la forme suivante :

Hypothèse 3. Quand plusieurs sources sont actives dans une zone d’analyse, elles varient de sorte

que le rang de la matrice d’observations dans cette zone est strictement supérieur à un.

Ainsi, de nombreux auteurs ont proposé des stratégies pour détecter les zones mono-sources et
estimer les paramètres de mélange [Pui07, Ch. 1]. L’étape d’identification des mélanges consiste
donc à estimer dans chaque zone mono-source une partie des paramètres de mélanges, par exemple
une colonne de G. Comme plusieurs zones peuvent être associées à la même source, elles peuvent
conduire aux mêmes paramètres estimés. En conséquence, ces méthodes font souvent appel à une
approche de classification non-supervisée – par exemple [PD05 ; PD09 ; AGB10] – pour déduire
les estimations finales de G. Enfin, une fois G estimée, les sources dans la matrice F peuvent être
estimées par inversion de G si le problème est déterminé [AD05], par masquage temps-fréquence
en supposant les sources approximativement WDO [AGB10], par reconstruction parcimonieuse
[Vin07] ou par projection en sous-espaces [Ais+07]. Elles peuvent aussi être partiellement annulées
[AD05].

De manière indépendante, des hypothèses similaires ont été considérées en télédétection [Bio+12 ;
Gil14], mis à part que les hypothèses de parcimonie des sources en SCA sont effectuées sur les pa-
ramètres de mélange en imagerie hyperspectrale. En effet, l’hypothèse de « pixel pur » est assez
similaire à l’hypothèse de « sources accessibles » en SCA. De même, les hypothèses derrières les
contraintes de volume en NMF sont similaires à l’hypothèse de sources k-parcimonieuses [Bio+12].
Certains auteurs ont d’ailleurs revisité le problème de SCA pour des sources audiophoniques en fai-
sant appel au formalisme du démélange hyperspectral [Fu+15] alors que d’autres ont proposé des
approches de SCA pour le démélange hyperspectral [Ber+09 ; BDB17 ; Kar+12].

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons des extensions des approches ci-dessus pour gérer
des non-linéarités (section 6.2), étendre au cas multi-sources des approches de localisation mono-
source (section 6.3) et gérer des données manquantes dans un problème de restauration et démé-
lange conjoints d’images multi-spectrales (section 6.4).

6.2 Identification des mélanges (post-)non-linéaires en SCA

6.2.1 Principe des méthodes proposées

Bien que la SCA ait connu de nombreux développements au cours de ces dernières années,
les efforts se sont principalement concentrés sur des problèmes linéaires de séparation de sources.
Les mélanges post-non-linéaires ont été beaucoup moins explorés et supposent généralement l’hy-
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FIGURE 6.3 – Exemple de sources non-WDO (à gauche) mais pour lesquelles il existe des zones
mono-sources (en couleur) et nuage de points des observations (à droite).

pothèse de WDO [vS06] ou de k-parcimonie 1 [TA04] tandis que des méthodes linéaires quadra-
tiques font appel à l’hypothèse de sources accessibles [DH07]. Dans le cadre de mon contrat de
post-doctorat à FORTH-ICS, j’ai développé des approches de SCA fondées sur l’accessibilité des
sources pour des modèles post-non-linéaires [PGM11; PGM12b] et non-linéaires [PGM12a] de
séparation de sources. Ces approches travaillent dans le domaine temporel car lorsqu’on considère
un problème (post-)non-linéaire de séparation de sources, appliquer une transformée de Fourier à
court terme ne rend pas le signal plus parcimonieux 2.

Nous considérons ici le modèle post-non-linéaire que nous introduisons en reprenant les no-
tations de la section 3.1. Nous supposons observer n signaux xi(t) qui dépendent de p sources
inconnues f j(t) selon la relation

xi(t) = hi

(
p

∑
j=1

gi j · f j(t)

)
, (6.1)

où gi j représente la contribution de la j-ème source dans le i-ème mélange linéaire et hi(·) est une
fonction non-linéaire, supposée inversible, telle que hi(0) = 0 et qui peut modéliser les effets de
saturation dans le i-ème capteur.

Supposons qu’il existe un intervalle temporel T tel que seule une source – disons fk(t) – soit

1. Notons cependant que seule l’approche pour n = 2 – c.-à-d. pour des sources WDO – est complètement décrite
dans [TA04].

2. Cela se comprend aisément si on écrit les fonctions non-linéaires à estimer sous la forme de polynômes qui
dépendent des sources. Une simple transformée de Fourier va ainsi générer de nombreux produits de convolutions...
Cependant, la parcimonie des signaux dans un domaine transformé peut être utilisée comme fonction de coût pour
linéariser un problème non-linéaire de séparation de sources [Dua+12].
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FIGURE 6.4 – Exemples de nuages de points dans une zone mono-source. A gauche : dans le cas
d’un mélange linéaire instantané. A droite : dans le cas d’un mélange post-non-linéaire.

active. Alors l’équation (6.1) se simplifie :

∀t ∈T , xi(t) = hi (gik · fk(t)) , (6.2)

et, en supposant que g1k soit non-nul et comme h1 (·) est inversible, on obtient une relation non-
linéaire entre xi(t) et x1(t) sur cette zone :

∀t ∈T , xi(t) = hi

(
gik

g1k
·h−1

1 (x1(t))
)
≜ φik(x1(t)). (6.3)

Il est à noter que dans le cas où les fonctions hi(·) et h1(·) sont les fonctions linéaires, la fonc-
tion φik(·) s’écrit sous la forme d’une relation linéaire classique en SCA. La figure 6.4 montre
deux nuages de points d’observations dans une zone mono-source, pour un mélange linéaire et
post-non-linéaire respectivement. Alors que l’estimation du paramètre de mélange lié à la fonc-
tion linéaire dans la figure 6.4 peut être réalisée avec un nombre réduit de point, l’estimation de la
fonction φik(·) dans la partie droite de cette figure n’est possible que si les échantillons observés
dans l’équation (6.3) couvrent une large gamme de ses valeurs. Bien que cette dernière hypothèse
puisse ne pas être vérifiée pour une seule zone d’analyse mono-source, sa probabilité augmente en
regroupant toutes les zones mono-sources associées à cette source.

Les méthodes proposées suivent toutes la structure suivante.

1. Une première étape consiste d’abord à détecter les zones mono-sources. Pour cela, nous
avons proposé des extensions non-linéaires de stratégies proposées pour les approches li-
néaires et nous ne conservons que les « meilleures » zones au sens des mesures de confiance
d’activité mono-source présentées ci-dessous.

(a) Dans [PGM11], nous avons proposé d’utiliser l’information mutuelle normalisée [DMM04]
comme une mesure de corrélation non-linéaire entre les observations [PGM11]. Cette
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mesure s’écrit sous la forme

Inorm(x)≜
√

1− exp(−2I (x)), (6.4)

où
I (x) =−E

{
log

∏n
i=1 Pxi(xi)

Px(x)

}
, (6.5)

E{} est l’espérance mathématique et Px et Pxi sont respectivement les fonctions de den-
sité de probabilité conjointe et marginale des observations. Estimée sur les zones d’ana-
lyse, Inorm(x) vaut 1 dans les zones mono-sources et est significativement moins éle-
vée sinon [PGM11; DJ08]. Cette stratégie nécessite cependant que les signaux sources
soient statistiquement indépendants, ce qui est vérifié en pratique pour des signaux de
parole si la durée temporelle des zones d’analyse est suffisamment longue [PVD09].

(b) Dans[PGM12b ; PGM12a], nous avons proposé de combiner une stratégie d’approxi-
mation localement linéaire de variété [vPv09] et les mesures de confiance d’activité
mono-source proposées pour des modèles linéaires de SCA [DP07 ; AGB10 ; FD04].
En pratique, pour chaque point ti du nuage dans la zone d’analyse T considérée, nous
cherchons ses K plus proches voisins et nous mesurons la qualité de régression de ce
nuage de points par une relation de droite linéaire. Par exemple, on peut calculer le
coefficient de corrélation [DP07] entre la première et la j-ème observation

Rx1,x j(ti) =
E
{

x1(ti)x j(ti)
}

√
E{x1(ti)x1(ti)}E

{
x j(ti)x j(ti)

} , (6.6)

dont nous déduisons une valeur moyenne sur les observations :

R(ti) =
1

n−2

n

∑
j=2

Rx1,x j(ti), (6.7)

ou le rapport entre la première valeur propre λ1 et la somme de toutes les valeurs propres
λ j (afin de garder une analogie avec la corrélation) [AGB10 ; FD04] :

C(ti) =
λ1

∑ j≥1 λ j
. (6.8)

Si les K points considérés sont alignés, alors ces mesures valent 1 mais elles sont si-
gnificativement plus faibles sinon. Ces mesures de confiance d’activité mono-source
sont localement calculées pour chaque point ti et nous déduisons une mesure globale en
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calculant la moyenne géométrique de ces dernières, c.-à-d.

R(T )≜
(

∏
ti∈T

R(ti)

) 1
|T |

, (6.9)

C(T )≜
(

∏
ti∈T

C(ti)

) 1
|T |

, (6.10)

où |T | est le nombre de points dans la zone d’analyse. Contrairement à Inorm(x) et
à C(T ), la mesure R(T ) peut détecter des zones mono-sources même lorsque les si-
gnaux sources sont statistiquement dépendants (mais linéairement indépendants), car la
mesure locale Rx1,x j(ti) le permet [DP07 ; Pui07].

2. Dans un deuxième temps, on cherche à classer l’ensemble des zones mono-sources pour
regrouper ensemble les nuages de points liés à la même fonction φik(·), ce qui est un problème
de classification classiquement rencontré en analyse de données fonctionnelles [RS05].

(a) Nous avons d’abord appliqué une méthode de la littérature dédiée aux données fonc-
tionnelles [Abr+03]. Celle-ci consiste à approcher les relations fonctionnelles dans les
zones mono-sources par des B-splines puis à classifier les coefficients de splines (moins
nombreux que le nombre de points dans chaque zone d’analyse et permettant donc de
se prémunir du fléau de la dimension), avec la méthode des K moyennes [Abr+03] ou K

médianes [PD09]. Cependant, cette approche nécessite un positionnement optimal des
noeuds qui soit commun à chaque zone mono-source et qui puisse vérifier les conditions
de Schoenberg-Whitney [SW53]. Celles-ci fournissent les relations à satisfaire concer-
nant le degré des B-splines, les positions des nœuds et le nombre de points entre deux
nœuds. Pour le problème considéré, ces conditions sont difficiles à vérifier [PGM11;
PGM12b] et nous avons donc proposé une approche alternative.

(b) En remarquant que les fonctions φik(·) sont toutes linéaires au voisinage de zéro – avec
des pentes différentes pour chaque source – nous pouvons classer les nuages de points
en comparant leurs pentes dans ce voisinage [PGM12a ; PGM12b]. Cette stratégie per-
met de se passer des contraintes de l’interpolation B-spline tout en limitant le nombre
de paramètres sur lesquels on réalise la classification. Par ailleurs, les signaux de parole
passent très régulièrement par zéro, permettant de garantir un nombre élevé de points au
voisinage de zéro sur une zone d’analyse. L’approche proposée consiste donc à classer
de manière non-supervisée ces pentes, comme on peut le faire en SCA linéaire avec
les paramètres de mélange. Ici, une approche de K plus proches voisins est appliquée
au voisinage de zéro, la pente est estimée via une approche linéaire de SCA [DP07 ;
AGB10] et une approche des K médianes est appliquée pour classer les zones.
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3. Les dernières étapes de la méthode ont été proposées dans la littérature [TA04 ; vS06] : elles
consistent à (i) estimer des fonctions non-linéaires – par exemple par apprentissage d’un ré-
seau de neurones – qui doivent être appliquées aux observations xi(t) pour linéariser conjoin-
tement les relations φik(·), puis (ii) à appliquer une méthode linéaire de SCA pour estimer les
paramètres de mélange linéaire dans les observations linéarisées et enfin (iii) à estimer les
sources à partir des observations linéarisées par une approche discutée précédemment (par
exemple : inversion de la matrice ou approximation parcimonieuse).

Nous nous sommes surtout intéressés aux premières étapes de la méthode car la dernière étape a
déjà été proposée dans la littérature et la performance de séparation est directement liée à la qualité
d’estimation des fonctions non-linéaires φik.

6.2.2 Expériences

Nous présentons dans la suite une illustration 3 du principe de ces méthodes. Nous considérons
trois signaux de parole échantillonnés à 20 kHz et durant chacun 5 s. Nous les mélangeons via la
matrice

G =

[
1 1 0.9
−0.9 0.5 1

]
. (6.11)

et nous obtenons ainsi deux observations auxquelles nous appliquons les fonctions non-linéaires

{
h1(t) = tanh(t)+ t

h2(t) = tanh(10t)
(6.12)

pour générer les observations x1(t) et x2(t) respectivement. Le mélange est fortement non-linéaire
puisque la deuxième observation est clippée, comme on peut le voir sur la figure 6.5. Les zones
d’analyse sont des intervalles de 100 échantillons sur lesquels nous estimons l’information mutuelle
avec l’approche proposée dans [DV99]. On constate sur la figure 6.5 que l’information mutuelle
normalisée (qui vaut 1 dans les zones mono-sources et est beaucoup plus petite ailleurs) arrive à
détecter des intervalles où une source est isolée. Cela est aussi visible sur les tracés à gauche de la
figure 6.6 où nous traçons le nuage de points des observations au complet (en haut) et celui dans les

3. Des expériences plus exhaustives peuvent être trouvées dans [PGM12b] et peuvent être résumées ainsi :

— L’information mutuelle normalisée [DMM04] ou l’utilisation du coefficient de corrélation dans les approxima-
tions localement linéaires de variété [PGM12a] fournissent les meilleures performances pour détecter les zones
mono-sources.

— Il faut privilégier les approches basées sur la pente des courbes au voisinage de zéro pour classifier les nuages
de points. L’approche basée sur les B-splines peut être très performante – comme montré ci-dessous – mais
nous n’avons pas trouvé un jeu de paramètres qui lui permette d’être performante sur tous les jeux de données
considérés dans [PGM12b].
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FIGURE 6.5 – Mesures d’information mutuelle normalisée (tracées en bas à droite de la figure)
entre des mélanges post-non-linéaires (tracés en haut à droite de la figure) de trois sources de
parole (tracées à gauche de la figure).

zones où l’information mutuelle normalisée est supérieure ou égale à 0.99 (en bas). Nous recon-
naissons dans ce dernier tracé trois fonctions que nous arrivons à estimer avec la méthode proposée
dans [Abr+03], comme on peut le voir sur les tracés à droite de la figure. Par ailleurs, la qualité
d’estimation de ces fonctions est très bonne puisque la comparaison entre leur régression B-spline
(20 noeuds, ordre 4) et les fonctions théoriques sur un ensemble de points finement échantillonnés
fournit respectivement des erreurs au sens des moindres-carrés de 2.5 ·10−4, 5.3 ·10−5 et 2.1 ·10−5.

6.3 Localisation de sources multiples

6.3.1 Principe de la méthode proposée

Une autre application possible pour les approches de SCA ne concerne pas la séparation de
sources mais la localisation de sources sonores. En particulier, les hypothèses de parcimonie qu’elles
utilisent permettent d’étendre très facilement des approches de localisation mono-source au cas
multi-sources. Je présente par la suite ce type d’extension, réalisé dans le cadre du stage de Master
2 de D. Pavlidi, sous la supervision d’A. Mouchtaris, A. Griffin et moi-même, qui a donné lieu à
plusieurs publications [Pav+12b ; Pav+12a ; Pav+13 ; Gri+12].

De nombreuses approches de localisation de sources sont fondées sur l’estimation du déca-
lage temporel d’arrivée (TDOA pour Time-Difference of Arrival en anglais) d’une source sonore
dans les différents capteurs [KV96]. A partir d’un ensemble de TDOA estimés et en connaissant
la géométrie du réseau de capteurs, on peut alors remonter à la localisation des sources. Les ré-
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FIGURE 6.6 – Nuages de points des observations. En haut à gauche : toutes les zones d’analyse.
En bas à gauche : seulement les zones mono-sources. A droite : nuages de points obtenus après
classification (en noir) et fonctions non-linéaires estimées (en gris).

seaux linéaires de microphones uniformément répartis ont longtemps été les plus utilisés. Cepen-
dant, ils apportent une ambiguïté puisque deux positions sont possibles pour un même TDOA.
En conséquence, d’autres géométries ont été explorées et en particulier les réseaux circulaires de
microphones uniformément répartis [KS07].

A l’époque de nos travaux, la majorité des approches de localisation utilisant les TDOA était
limitée à la localisation d’une seule source. Nous avons proposé d’étendre ce type d’approche au
cas multi-sources en faisant appel à l’hypothèse d’accessibilité des sources utilisée en SCA 4. Plus
particulièrement, nous cherchons des zones d’analyse temps-fréquence à temps constant (voir fi-
gure 6.2) dans lesquelles une seule source sonore est active. En effet, le déphasage des signaux
observés dans ces zones permet de déduire un TDOA, via une des très nombreuses méthodes pro-
posées dans la littérature. Si chaque source est accessible, il devient alors possible de localiser
plusieurs sources.

Nous avons ainsi étendu au cas multi-sources l’approche proposée dans [KS07] pour un réseau
circulaire de microphones uniformément répartis (voir figure 6.7). Nous supposons ainsi avoir n

microphones synchronisés disposés sur un cercle de rayon q de sorte que l’angle entre deux micro-
phones adjacents vaut α◦. En supposant un modèle anéchoïque avec des sources en champ lointain,
nous obtenons la relation suivante entre le i-ème signal observé (pour i = 1, . . . ,n) et les p sources
sonores :

xi(t)≈
p

∑
j=1

gi js j(t− ti(θ j)), (6.13)

4. De manière indépendante de nos travaux, Blandin et al. [BOV12] ont étendu l’approche de TDOA [KC76] et
plusieurs de ses variantes au cas multi-source en utilisant des hypothèses de parcimonie similaires aux notres. Cepen-
dant, l’approche dans [BOV12] est limitée à deux microphones, ne fonctionne pas en temps réel et ne compte pas le
nombre de sources sonores actives.
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FIGURE 6.7 – Configuration du réseau circulaire de microphones. Les microphones sont numérotés
de 1 à n et les sources sonores sont notées f1 à fp.

FIGURE 6.8 – Histogramme des directions des sources, obtenu avec 4 sources de parole, dans une
simulation dont le rapport signal à bruit est de 20 dB. A gauche : histogramme brut. A droite :
histogramme lissé.

où θ j est l’angle d’arrivée (DOA pour Direction of Arrival en anglais) par rapport à l’axe des
abscisses (voir figure 6.7) exprimé en radians, gi j et ti(θ j) sont respectivement l’atténuation et le
décalage temporel dûs à la propagation de l’onde sonore de la j-ème source sonore jusqu’au i-ème
microphone. En considérant une paire de deux microphones adjacents notée {mi,mi+1} (la dernière
paire de microphones adjacents étant {mn,m1}), on peut exprimer le décalage temporel relatif entre
les signaux observés comme :

τ{mi,mi+1}(θ j) = ti(θ j)− ti+1(θ j), (6.14)

=
l
c

sin
(

A+
π
2
−θ j +(i−1)α

)
, (6.15)

où l est la distance entre deux microphones adjacents, A est l’angle obtus (en radians) formé par la
corde {m1,m2} et l’axe des abscisses et c est la vitesse du son.
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Nous avons proposé une approche adaptative par bloc qui compte et localise en temps réel
plusieurs sources sonores. Celle-ci suit la structure générale des méthodes de SCA et plus particu-
lièrement l’approche proposée dans [PD07], mis à part que l’étape d’estimation des paramètres de
mélange de cette dernière est remplacée par l’étape de localisation proposée dans [KS07] et que
nous avons proposé plusieurs approches de classification non-supervisée pour compter le nombre
de sources actives et estimer leur DOA.

1. Dans un premier temps, on considère un court intervalle temporel (typiquement d’1 s) que
nous découpons en trames possiblement recouvrantes (typiquement de 2048 points) sur les-
quelles on calcule une transformée de Fourier rapide. On obtient donc une transformée temps-
fréquence de chaque signal observé, notée Xi(t,ω).

2. Pour chaque trame, on considère des zones d’analyse temps-fréquence « à temps constant »
(voir figure 6.2) que nous notons (t,Ω) et on cherche à détecter quelles zones sont mono-
sources en utilisant la mesure de confiance d’activité mono-source proposée dans [PD07].
Pour toute paire de signaux (xi,x j), nous définissons respectivement les inter-corrélations de
leur transformée de Fourier et de leur module – ce dernier étant calculé sur la zone d’analyse
(t,Ω) – comme

Ri, j(t,ω)≜ Xi(t,ω) ·X j(t,ω)⋆, (6.16)

R′i, j(t,Ω)≜ ∑
ω∈Ω
|Xi(t,ω)| · |X j(t,ω)|, (6.17)

où l’exposant ⋆ est le conjugué complexe. Pour chaque zone d’analyse, on calcule les coeffi-
cients de corrélation des modules des observations entre deux microphones adjacents, c.-à-d.

r′{mi,mi+1}(t,Ω) =
R′i,i+1(t,Ω)

√
R′i,i(t,Ω) ·R′i+1,i+1(t,Ω)

. (6.18)

On déduit un coefficient de corrélation global en calculant la moyenne arithmétique des cor-
rélations ci-dessus, notée r′(t,Ω) et on considère que cette zone est mono-source si et seule-
ment si [PD07]

r′(t,Ω)≥ 1− ε, (6.19)

où ε est un seuil fixé par l’utilisateur.

3. Dans les zones mono-sources précédemment détectées, on estime la direction de la source
active en appliquant la méthode de TDOA proposée par [KS07]. Celle-ci consiste à calculer
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le CICS (pour Circular Integrated Cross Spectrum en anglais) défini selon :

CICS(t,ω)(φ)≜
n

∑
i=1

G(t,ω)
mi→m1(φ)Gmi,mi+1(t,ω), (6.20)

où

Gmi,mi+1(t,ω)≜ Ri,i+1(t,ω)

|Ri,i+1(t,ω)| , (6.21)

G(t,ω)
mi→m1(φ)≜ exp

(
− jω(τ{m1,m2}(φ)− τ{mi,mi+1}(φ))

)
, (6.22)

et τ{mi,mi+1}(φ) défini selon l’équation (6.15). Pour chaque pulsation ω de la zone d’analyse
(t,Ω), on peut déduire une estimation du DOA associé à la source présente dans la zone,
disons fk :

θk = arg max
0≤φ<2π

|CICS(t,ω)(φ)|. (6.23)

En pratique, l’estimation (6.23) peut être réalisée pour chaque pulsation ω de la zone mono-
source considérée. En pratique, il vaut mieux chercher les pulsations où l’énergie du signal
est importante – et donc le rapport signal-à-bruit favorable. Pour cela, on peut choisir la
pulsation qui maximise |Ri,i+1(t,ω)| [Pav+12b] ou un nombre donné de pulsations associées
aux valeurs les plus élevées de |Ri,i+1(t,ω)| [Pav+13].

4. A cette étape, nous avons à notre disposition un ensemble de DOA à regrouper. Nous construi-
sons pour cela leur histogramme que nous lissons par filtrage (voir figure 6.8) et nous comp-
tons et localisons ses pics :

(a) Une approche simple consiste à choisir les pics « suffisamment hauts » et « suffisamment
distants » [Pav+12b] (voir tracé du haut de la figure 6.9).

(b) Une alternative consiste à faire appel au codage prédictif linéaire [Pav+12a] qui filtre le
bruit et met en avant les pics (voir tracé du centre de la figure 6.9).

(c) Une dernière technique mise en place est basée sur une approche de type matching
pursuit circulaire et multi-résolution [Gri+12 ; Pav+13]. L’approche consiste en une
variante de l’algorithme glouton Matching Pursuit dans lequel on considère un dic-
tionnaire d’atomes de type fenêtre de Blackman, centrés sur les différentes directions
d’arrivée possibles. L’algorithme glouton permet de compter le nombre de sources alors
que la position centrale des atomes nous fournit le DOA associé.

Dans [Pav+12a], nous fixions la largeur de ces atomes mais nous constations que, si elle
était fine, elle ne permettait de bonnes estimations que dans des environnements peu
bruités ou peu réverbérants. Sinon, l’approche avait tendance à sur-estimer le nombre
de sources. Dans ce cas, en augmentant la largeur des atomes, on comptait à nouveau
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FIGURE 6.9 – Exemples des principes des méthodes de comptage et localisation de sources à partir
de l’histogramme des DOA. En haut : recherche de pics. Au centre : codage prédictif linéaire. En
bas : matching pursuit.

correctement le nombre de sources mais on les localisait relativement mal. Optimiser la
largeur de telles fenêtres n’étant pas compatible avec un calcul temps-réel, le compro-
mis que nous avons proposé consiste à analyser deux dictionnaires dont les atomes –
centrés sur les mêmes positions – sont « fins » dans le premier dictionnaire et « larges »
dans le second. Nous proposons alors de sélectionner la meilleure position atomique
avec les « atomes fins » alors que nous supprimons la contribution de l’« atome large »
dans l’histogramme pour éviter une sur-estimation du nombre de sources (voir tracé du
bas de la figure 6.9).

6.3.2 Expériences

Nous avons réalisé un grand nombre de simulations sur Matlab et d’expériences avec des don-
nées réelles. En particulier, l’approche fonctionne en temps-réel (et plus précisément, elle n’utilise
que 55% du temps de calcul disponible entre deux blocs temporels). Une démonstation vidéo est
disponible sur : https://youtu.be/u_i4p_LxwYA.

Simulations : Dans un premier temps, nous présentons les résultats obtenus sur des simulations.
Nous modélisons la réponse impulsionnelle d’une pièce de dimension 4 m par 6 m par 3 m se-
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lon l’approche proposée dans [LJ09]. Le réseau circulaire de microphone contient contient n = 8
microphones positionnés à Q = 0.05 m du centre du réseau. Il est placé au centre de la pièce, à
une hauteur de 1 m. Le temps de réverbération de la pièce est fixée à T60 = 0.25 s. Les signaux
de parole continue des locuteurs sont échantillonnés à 44,1 kHz. La durée de l’intervalle temporel
sur lequel on effectue les calculs est de 1 s. Cet intervalle est découpé en trames de 2048 points,
avece 50% de recouvrement par rapport aux trames voisines. La taille d’une zone d’analyse (t,Ω)

est fixée à 344 Hz et deux zones d’analyse fréquentiellement adjacentes ont 50% de recouvrement.
Pour éviter des phénomènes de repliement spatial, la fréquence maximale considérée dans ces si-
gnaux est 4000 Hz. Le seuil ε pour détecter des zones mono-sources dans l’équation (6.19) est fixé
à 0,2. La résolution de l’histogramme est de 0,5◦ et le lissage est effectué via un filtre de largeur 5◦.
Les atomes fins et larges utilisés dans Matching Pursuit couvrent respectivement des intervalles de
DOA de 40◦ et 80◦.

Nous considérons 6 locuteurs à localiser, positionnés à 1,5 m du centre du réseau de micro-
phones, aux positions 0◦, 60◦, 105◦, 180◦, 250◦ et 315◦. Cette expérience a été ensuite répliquée
plusieurs fois en décalant les 6 locuteurs d’un angle de 10◦, jusqu’à ce qu’ils reviennent à leur
position initiale.

Nous comparons les performances de plusieurs méthodes, à savoir :

— l’approche proposée avec Matching Pursuit pour compter et localiser les sources ;

— La variante WDO de l’approche proposée (on fournit un DOA dans chaque point temps-
fréquence) ;

— Une méthode de localisation de sources MUSIC large-bande [AD07] ;

— Une approche de localisation basée sur une méthode d’ICA convolutive (ICA–GSCT) [NSO10] ;

Parmi les méthodes testées, l’approche proposée est celle qui nécessite le moins de calculs (2,6
millions d’opérations sur la simulation) suivie par MUSIC large-bande (3,9 millions). Ces deux
approches sont les seules à pouvoir fonctionner en temps réel. L’approche WDO nécessite plus de
10,2 millions d’opérations quand l’approche d’ICA en réalise 35,3 millions.

La figure 6.10 montre l’erreur absolue moyenne d’estimation de DOA (MAEE pour Mean Ab-

solute Estimation Error, exprimée en degré) par rapport au rapport signal à bruit, pour chacune de
ces méthodes. On constate que mis à part pour les rapports signal-à-bruit les plus élevés (où toutes
les méthodes sauf l’approche d’ICA amènent des performances comparables), l’approche proposée
fournit de plus faibles MAEE que les autres méthodes testées.

Données réelles : Nous présentons maintenant des expériences sur données réelles. Les para-
mètres de la méthode sont les mêmes que pour les simulations. Le réseau de microphone est posi-
tionné au centre d’un bureau, de dimension similaire aux simulations, et équipé de l’air conditionné.
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FIGURE 6.10 – Erreur d’estimation du DOA par rapport au rapport signal à bruit, pour 6 locuteurs
statiques dans un environnement réverbérant simulé.

Le rapport signal à bruit est estimé à 15 dB. Le réseau circulaire est équipé de 8 microphones omni-
directionnels Shure SM93, d’une carte son USB 8-canaux TASCAM US2000 branchée sur un PC
de bureau équipé d’une carte CPU Intel 3.00 GHz Core 2 CPU, avec 4 Go de RAM. Le logiciel de
localisation est implémenté en C++ tandis que l’interface utilisateur est réalisée en C♯.

La figure 6.11 montre deux expériences réalisées en conditions réelles. Sur la figure de gauche,
on considère 6 personnes statiques – il s’agit de haut-parleurs – générant de la parole continue. On
remarque que la méthode proposée estime avec beaucoup de précision les DOA de chaque locuteur,
sauf pour le locuteur 2 où l’estimation dévie parfois de la valeur théorique. Cela pourrait être dû au
fait que cette source avait parfois une puissance acoustique plus faible que les autres.

Le tracé de droite de la figure 6.11 montre le suivi de deux locuteurs qui tournent autour de la
table sur laquelle est positionnée le réseau de capteurs. On constate que mis à part quand les locu-
teurs se croisent, on arrive à repérer les trajectoires des locuteurs. Dans ces travaux, nous n’avons
pas implémenté de filtre de Kalman qui pourrait permettre de suivre plus précisément ces sources,
notamment quand elles se croisent.
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FIGURE 6.11 – Expériences réalisées en conditions réelles. A gauche : localisation de 6 sources
statiques. A droite : localisation de 2 sources tournant autour du réseau.

6.4 Démélange et dématriçage à partir d’images multispectrales
« snapshot »

6.4.1 Problématique

Dans le cadre de la création de l’antenne du LISIC à Longuenesse, nous avons débuté de nou-
velles activités autour de l’imagerie multi- et hyper-spectrale. Plus particulièrement, dans le cadre
de la thèse de K. Abbas débutée en juin 2021, nous nous intéressons à l’imagerie « snapshot » qui
permet d’acquérir une image multi-spectrale en une seule acquisition. Ce type de caméra permet
aussi de réaliser des acquisitions vidéos. Plus particulièrement, nous avons à notre disposition une
caméra miniaturisée faisant appel à des filtres de Fabry-Perot [GTL14 ; Gee+15]. Ceux-ci sont or-
ganisés en mosaïques et plus particulièrement sous la forme de « patchs » qui se répètent sur toute
la surface du capteur. Chaque patch est organisé en pixels qui sont chacun associés à une longueur
d’onde théorique. Cette structure ressemble donc à celle d’une caméra RVB (Rouge Vert Bleu) mis
à part que le nombre de canaux est bien plus important (typiquement 9, 16 ou 25 selon les modèles
de caméra – voir figure 6.12). Une image brute d’un tel capteur est donc une projection 2D du cube
de données 3D originel. Restaurer ce cube à partir de l’image brute s’appelle le « dématriçage » et
de nombreuses méthodes pour réaliser cette tâche ont été proposées ces dernières années [BWZ21 ;
BA06 ; Dij+18 ; HRS19 ; Mia+06 ; Mih+17 ; Miz+14 ; Pan+20 ; Tsa+19]. Une fois ce cube restauré,
il serait ainsi possible d’appliquer une méthode de post-traitement avancée, par exemple une ap-
proche de classification ou de démélange. En pratique cependant, les erreurs d’estimation dans
l’étape de dématriçage peuvent se propager dans le post-traitement. Cet effet a d’ailleurs été remar-
qué par les auteurs de [Tsa+19]. Aussi, nous cherchons à développer des approches de démélange
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FIGURE 6.12 – Exemple de mosaïque de 16 pixels (Source : IMEC).

qui ne nécessiteraient pas l’étape de dématriçage, c.-à-d. qui pourraient utiliser les données brutes
du capteur. Par ailleurs, en estimant à la fois les endmembers et les abondances associés au pro-
blème, nous pouvons aussi réaliser le dématriçage de l’image.

6.4.2 Principes des méthodes proposées

Nous avons développé deux stratégies pour réaliser le démélange à partir d’une image brute de
capteur, appelée SSI par la suite pour Snapshot Spectral Image en anglais :

1. une stratégie fondée sur la complétion de matrice de faible rang et plus précisément sur une
factorisation matricielle informée [Abb+22b ; Abb+23] ;

2. une approche fondée sur la déconvolution [Abb+22a].

Ces deux approches font appel aux mêmes hypothèses de parcimonie des abondances, que nous
présentons ci-dessous.

Hypothèse 4 (patch pur). Pour chaque endmember, il existe au moins un patch dans lesquels seul

cet endmember est présent.

Cette hypothèse étend l’hypothèse de « pixel pur » [Bio+12] rencontrée en démélange hyper-
spectral au niveau du patch – nous verrons par la suite pourquoi – et est finalement semblable à
l’hypothèse d’accessibilité des sources en SCA [Dev14]. Nous formulons par la suite deux hypo-
thèses différentes pour les patchs qui ne sont pas purs.

Hypothèse 5. Dans les patchs où plusieurs endmembers sont présents, leurs abondances varient

significativement sur le patch.
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Cette hypothèse est similaire à l’hypothèse 3 utilisée en SCA pour discriminer les zones mono-
sources des zones qui seraient multi-sources. Nous sommes ici en capacité d’en proposer une ver-
sion moins stricte.

Hypothèse 6. Dans les patchs où plusieurs endmembers sont présents, leurs abondances peuvent

varier significativement ou pas sur le patch.

Cette hypothèse est beaucoup moins forte que l’hypothèse 5. En pratique, cela implique des
approches différentes, que nous allons introduire ci-dessous.

6.4.2.1 Approches fondées sur la complétion de matrice de faible-rang

La première stratégie proposée fait appel à un cadre de complétion de matrice de faible rang
proposée initialement dans [Tsa+19]. Nous supposons que nous observons un cube de données
multispectrales théorique de taille n1×n2×m où n1 et n2 sont respectivement le nombre de lignes
et de colonnes spatiales de l’image et m le nombre de longueurs d’ondes du cube. En utilisant la
stratégie de dépliement classique en démélange hyperspectral, on obtient une matrice X de taille
n×m où n = n1 ·n2 (voir figure 6.13).

De son côté, la SSI acquise est une image de taille n1×n2. Cependant, en supposant des filtres
de Fabry-Perot idéaux, il est possible de générer une matrice incomplète Y de même dimension que
X et partiellement observée. Plus particulièrement, en notant W la matrice binaire de poids dont les
entrées non-nulles permettent de sélectionner quelle longueur d’onde est observée par la caméra,
on obtient la relation

W ◦X =W ◦Y. (6.24)

Ainsi et comme proposé dans [Tsa+19], réaliser le dématriçage de la SSI consiste à réaliser la com-
plétion de faible rang de Y . En supposant un modèle linéaire de mélange, on peut écrire chaque
spectre dans Y comme une combinaison linéaire d’endmembers présents dans la scène observée.
En notant respectivement G et F les matrices d’abondances et d’endmembers de dimensions res-
pectives n× p et p×m, on obtient les relations suivantes :

Y ≈ G ·F (6.25)

et
W ◦X ≈W ◦ (G ·F). (6.26)

Cette expression est en fait un modèle de démélange et dématriçage conjoints. En effet, si on estime
complètement G et F , on peut restaurer Y , par exemple en posant

Ŷ =W ◦X +(1n×m−W )◦ (G ·F). (6.27)
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FIGURE 6.13 – Principes du démélange post-dématriçage (en vert) et du dématriçage et démélange
conjoints (en rouge).
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En pratique, ce problème peut être résolu par une approche pondérée de NMF comme celles présen-
tées dans les chapitres précédents. Cependant, nous avons constaté que cette stratégie ne fournissait
pas de très bonnes performances en pratique.

Nous supposons donc que les hypothèses 4 et 5 sont validées et nous proposons une méthode de
SCA dédiée. Notons que contrairement aux approches de SCA de la littérature, celle-ci est capable
de traiter des données manquantes.

Nous notons Xi, Yi et Wi les sous-matrices de taille m×m extraites de X , Y et W correspondant
au patch i, respectivement. Nous estimons alors l’approximation de rang 1 de Yi à partir de Xi par
une approche EM de NMF pondérée basée sur le gradient de Nesterov [Dor+17a], c.-à-d.

Wi ◦Xi ≈Wi ◦ (gi · fi), (6.28)

où gi est un vecteur colonne et fi un vecteur ligne. Si Yi est approximativement de rang 1, alors

∥Wi ◦Xi−Wi ◦ (gi · fi)∥2
F ≈ 0, (6.29)

tandis que, dans le cas contraire, la validité de l’hypothèse 5 amène à

∥Wi ◦Xi−Wi ◦ (gi · fi)∥2
F ≫ 0. (6.30)

Une telle erreur peut donc être utilisée comme mesure de confiance d’activité mono-source simi-
laire à celles utilisées par les approches de SCA. Nous pouvons alors déduire de chaque patch une
estimation plus ou moins proche d’un « vrai » endmember ainsi qu’une mesure de confiance d’ac-
tivité mono-source. En ne conservant que les estimées liées aux erreurs les plus faibles, nous obte-
nons un nuage de spectres organisé en clusters distribués autour des spectres théoriques [Dev14].
Nous pouvons alors utiliser une approche de clustering, par exemple K-means, pour estimer les
endmembers finaux et les stocker dans F . La matrice G peut enfin être estimée à partir de X et
F , par moindres carrés non-négatifs sous contrainte de somme à 1. Cette approche est ainsi nom-
mée KPWNMF pour K-means Patch-based Weighted NMF et peut être vue comme une version
pondérée de l’approche proposée dans [Kar+12].

Supposons maintenant que l’hypothèse 5 n’est pas satisfaite mais que l’hypothèse 6 l’est. Cela
signifie qu’il peut exister des patchs dans lesquels les proportions des endmembers sont relative-
ment stables. L’approche proposée diffère un petit peu. Nous collectons comme précédemment les
lignes fi associées aux plus faibles erreurs de ∥Wi ◦ Xi−Wi ◦ (gi · fi)∥2

F . Cependant, si plusieurs
endmembers sont présents dans un patch et que leurs abondances sont constantes sur ce patch,
le spectre estimé par approximation de rang-1 satisfait l’égalité (6.29). Nous collectons mainte-
nant tous ces spectres dans une matrice X. Comme expliqué ci-dessus, cette matrice contient des
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endmembers estimés dans les patchs purs mais aussi des mélanges d’endmembers estimés dans
les patchs multi-sources où les abondances sont constantes. Chacun de ces spectres suit donc un
modèle linéaire de mélange d’endmembers. La matrice X peut alors s’écrire sous la forme d’un
produit

X≈ G ·F (6.31)

dans lequel on peut garantir que les lignes de F sont présentes dans X. Cela correspond à un pro-
blème convexe de NMF pour lequel de nombreuses méthodes ont été proposées, par exemple VCA
(pour Vertex Component Analysis en anglais) [NB05]. Cette approche de dématriçage et démélange
conjoint de SSI est ainsi nommée VPWNMF (pour VCA Patch-based Weighted NMF en anglais)
par la suite.

Rappelons que KPWNMF et VPWNMF ont été proposées à partir du problème (6.26). Celui-ci
a été défini dans le cas idéal où les filtres de Fabry-Perot ne conservent que la longueur d’onde
d’intérêt dans chaque pixel du capteur SSI. Cependant, en pratique, ces filtres laissent passer des
harmoniques. Plus précisément, chaque pixel SSI représente une version filtrée du spectre théorique
observé au niveau de ce pixel. Heureusement, ces filtres sont connus et fournis par les fabricants de
telles caméras. Ce comportement a aussi été modélisé dans [Tsa+19] et nous ré-utilisons une idée
similaire. Plus précisément, plutôt que de ne considérer qu’une seule valeur par ligne de X , nous
supposons que la valeur mesurée est étalée sur l’ensemble des m longueurs d’ondes de la ligne de
X associée. Nous supposons de plus que chacune de ces m valeurs est associée à un « indice de
contribution dans le pixel » qui correspond à la valeur normalisée du filtre de Fabry-Perot pour la
longueur d’onde correspondante, dans le pixel SSI considéré. Cela implique que les lignes de W

ne sont plus binaires mais contiennent des valeurs entre 0 et 1 dont la somme vaut 1. En utilisant
cette modélisation, le problème conjoint de dématriçage et démélange dans l’équation (6.26) reste
inchangé, mis à part dans la définition de W . Cependant, les approches proposées ne permettent
pas d’estimer les endmembers mais leurs versions filtrées par les filtres de Fabry-Perot. Les auteurs
de [Pic+17] ont alors proposé une matrice dite de « correction » qui permet d’inverser les effets
des filtres de Fabry-Perot. Au moment de la rédaction de ce mémoire, des travaux sont en cours
pour améliorer son estimation et donc les performances de démélange. Cela a motivé par ailleurs
la proposition d’une approche fondée sur la déconvolution, présentée ci-dessous.

6.4.2.2 Approches fondées sur la déconvolution

Nous présentons maintenant une autre approche fondée sur la déconvolution des filtres de
Fabry-Perot. Celle-ci ne permet pour l’instant que d’estimer les endmembers, mais elle permet
de se passer de la matrice de correction proposée dans [Pic+17].

Comme précédemment, nous travaillons à l’échelle d’un patch et nous supposons que les hy-
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pothèses 4 et 6 sont validées 5. En notant xi(λi) le i-ème pixel SSI du patch considéré – supposé
observer le contenu spectral à λi nm – nous obtenons la relation suivante :

xi(λi)≈
m

∑
j=1

hi(λ j) · yi(λ j), (6.32)

où hi(λ ) et yi(λ ) sont respectivement le filtre de Fabry-Perot associé au pixel i et le spectre complet
sensé être au niveau de ce pixel. De plus, en supposant un modèle de mélange linéaire, le spectre
yi(λ ) peut s’écrire comme un mélange de p endmembers :

yi(λ ) =
p

∑
l=1

gil fl(λ ). (6.33)

En supposant qu’il existe un patch pur, les données théoriques yi(λ ) sont les mêmes pour chaque
pixel du patch et peuvent être écrites sous la forme d’un vecteur y = [y(λ1), . . . ,y(λm)]. Alors en
définissant

x ≜ [x1(λ1), . . . ,xm(λm)]
T , (6.34)

le vecteur des m pixels observés dans le patch et

H ≜




h1(λ1) . . . h1(λm)
...

...
hm(λ1) . . . hm(λm)


 (6.35)

la matrice de filtres de Fabry-Perot, on obtient la relation

x≈ H ·yT . (6.36)

En pratique, nous résolvons un problème pénalisé de déconvolution :

min
y≥0

1
2
∥x−H ·yT∥2

2 +
α
2
∥D ·yT∥2

2, (6.37)

où D est la matrice carrée représentant la dérivée discrète du spectre y et α est le poids associé au
terme de pénalisation.

Comme précédemment, en supposant que les hypothèses 4 et 6 sont valides, l’erreur d’approxi-
mation ∥x−H · yT∥2 permet de discriminer les patchs dont les proportions des abondances sont
constantes (cela inclue donc les patchs purs) des autres patchs. On collecte donc l’ensemble de ces

5. En réalité et comme précédemment, on peut proposer deux approches fondées sur la stratégie de déconvolution,
l’une faisant appel à l’hypothèse 5 et l’autre à l’hypothèse 6. Nous ne présentons que cette dernière ici.
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vecteurs que l’on stocke dans une matrice Y qui s’écrit sous la forme

Y≈ G ·F. (6.38)

Comme pour VPWNMF, ce problème est un problème de NMF convexe et on peut utiliser par
exemple l’approche VCA pour déduire F . Cette méthode combinant un filtrage au niveau des patchs
et l’approche VCA s’appelle FPVCA (pour Filter Patch-based Vertex Component Analysis en an-
glais). De manière alternative, en supposant l’hypothèse 5 valide, l’approche de type SCA fondée
sur la déconvolution des données dans le patch est immédiate.

6.4.3 Validation expérimentale

Nous présentons ci-dessous quelques simulations réalisées dans [Abb+22a ; Abb+22b ; Abb+23].
Les expériences sur données réelles sont encore en cours au moment de la rédaction de ce mémoire.

6.4.3.1 Performances des méthodes fondées sur la complétion de faible rang

Pour montrer l’intérêt des méthodes proposées, nous réalisons des simulations sur des données
jouet. Plus particulièrement, nous considérons deux SSI pour lesquelles l’hypothèse 4 est validée
et pour lesquelles soit l’hypothèse 5 (appelée « image simple » – voir figure 6.14) soit l’hypo-
thèse 6 (appelée « image complexe » – voir figure 6.15) est valide. Leurs dimensions spatiales
sont 100×100 pixels pour chacune. Les endmembers présents dans ces images sont l’eau, le mé-
tal et le béton et leur signatures sont issues de []. Nous considérons ici des simulations avec des
filtres idéaux. Nous comparons les performances des méthodes KPWNMF et VPWNMF avec des
approches en deux temps. Le premier temps est une étape de dématriçage obtenue via une ap-
proche de la littérature : GMRM [Tsa+19], BTES [Mia+06], WB [BA06], PPID [Mih+17] et ItSD
[Miz+14]. La deuxième étape consiste à lancer NeNMF [Gua+12] sur l’image restaurée Y . Enfin,
on étudie aussi les performances d’une approche EM pondérée de NeNMF (Naive NMF).

FIGURE 6.14 – Image simple (hypothèses 4 et 5 valides). De gauche à droite : SSI, cartes d’abon-
dance des endmembers (eau, métal et béton)

Pour mesurer les performances des méthodes testées, nous étudions leur performance de déma-
triçage – qui consiste à comparer la matrice Y estimée avec la matrice théorique – en calculant le
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FIGURE 6.15 – Image complexe (hypothèses 4 et 6 valides). De gauche à droite : SSI, cartes
d’abondance des endmembers (eau, métal et béton)

PSNR (Peak signal-to-Noise Ratio en anglais) exprimé en dB et défini par

PSNR = 10log10

(
2Nb_bits)2

MSE
, (6.39)

où Nb_bits est le nombre de bits dans l’image (généralement 8 bits) et MSE est l’erreur quadra-
tique moyenne entre l’image estimée et l’image théorique. Par ailleurs, nous mesurons la qualité
d’estimation des cartes d’abondances en calculant le MER défini dans l’équation (4.9). Enfin, nous
mesurons les performances de démélange en calculant le SIR – qu’on peut estimer comme le MER
mais sur les lignes de F au lieu des colonnes de G – et le SAM (Spectral Angle Mapper en an-
glais) défini ainsi. Pour le j-ème endmember estimé f̂ j – en supposant que l’indétermination de
permutation a été fixée – on calcule

SAM j = arccos
f̂T

j · f j

∥f̂ j∥ · ∥f j∥
(6.40)

et on définit un SAM global comme la moyenne des SAM calculés sur chaque ligne de F .

Les figures 6.16 et 6.17 montrent les performances atteintes par les différentes méthodes en
fonction du rapport signal à bruit (SNR) pour l’image simple et l’image complexe, respectivement,
lorsqu’on simule des SSI avec des patchs de taille 5× 5 (soit m = 25 longueurs d’onde). Rap-
pelons que des bonnes performances sont obtenues pour les valeurs les plus élevées possibles de
PSNR, SIR et MER et les valeurs les plus faibles possibles de SAM. On constate que les méthodes
proposées fournissent les meilleures performances de démélange tout en apportant une qualité de
dématriçage légèrement meilleures que les meilleures approches de la littérature. Par ailleurs, la
méthode KPWNMF semble plus robuste au bruit que la méthode VPWNMF mais moins perfor-
mante lorsque le niveau de bruit est faible. C’est probablement dû au fait que la classification joue
un rôle moyenneur qui réduit l’influence du bruit alors que VCA est de plus en plus sensible au
bruit lorsque le SNR diminue. De manière intéressante, même lorsque les hypothèses dont elle
a besoin ne sont pas satisfaites (image complexe), les performances de KPWNMF ne sont pas
très éloignées de VPWNMF et sont même meilleures pour les plus faibles SNR. Par ailleurs, mis
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FIGURE 6.16 – Performances des méthodes testées sur l’image simple, par rapport au rapport
signal-à-bruit d’entrée. De gauche à droite, en haut puis en bas : PSNR, SAM, SIR et MER.
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FIGURE 6.17 – Performances des méthodes testées sur l’image complexe, par rapport au rapport
signal-à-bruit d’entrée. De gauche à droite, en haut puis en bas : PSNR, SAM, SIR et MER.
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FIGURE 6.18 – Endmembers estimés dans les simulations sans bruit par (de gauche à droite) :
KPWNMF, VPWNMF, PPID + NeNMF. En haut : avec l’image simple. En bas : avec l’image
complexe.

à part pour les performances de dématriçage, l’approche naïve de NMF pondérée n’apporte pas
des performances meilleures que les approches en deux étapes. Enfin, notons que parmi toutes
les approches en deux étapes testées, celle utilisant PPID [Mih+17] pour le dématriçage fournit
les meilleures performances. La figure 6.18 montrent les endmembers estimés par les méthodes
proposées (KPWNMF et VPWNMF) et la meilleure méthode en deux étapes (PPID + NeNMF),
pour l’image simple (en haut) et l’image complexe (en bas). Sans suprise, l’approche VPWNMF
apporte les meilleures performances pour les deux images, puisqu’elle est plus versatile en termes
d’hypothèses de parcimonie. Lorsque ses hypothèses de parcimonie sont vérifiées (image simple),
KPWNMF estime presqu’aussi précisément les endmembers que VPWNMF mais même dans le
cas de l’image complexe (où ses hypothèses ne sont pas vérifiées), les endmembers estimés ne sont
pas très éloignés des spectres théoriques. En revanche, l’approche en 2 étapes avec PPID estime
des spectres très éloignés des valeurs théoriques. Cela montre l’intérêt des approches proposées.

Il est à noter que les comportements présentés ci-dessus sont retrouvés lorsqu’on fait appel à
des patchs de taille 4×4, non-seulement avec les images simple et complexe présentées ci-dessus,
mais aussi dans des simulations où de vraies images multi-spectrales sont utilisées pour simuler
des SSI.

Enfin, lorsqu’on teste ces méthodes sur des données simulées avec des filtres réels, toutes les
approches voient leurs performances baisser significativement, mais les méthodes VPWNMF et
KPWNMF proposées continuent à surpasser les autres techniques testées.
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6.4.3.2 Performances de la méthode fondée sur la déconvolution

Nous présentons ici les performances obtenues avec FPVCA. Rappelons que cette approche ne
permet, pour l’instant, que d’estimer les endmembers. Elle permet de plus de se passer de la matrice
de correction [Pic+17] qui déconvolue les images dématricées. Nous ne considérons pas ici des
tests sur des simulations réalisées avec les images simple et complexe considérées précédemment
mais des jeux de données réalisés à partir d’une image simulée avec la boîte à outils HYDRA
[Gru]. L’image générée est de taille 128× 128 et contient les mêmes endmembers que dans les
expériences précédentes. On applique sur cette image les filtres de Fabry-Perot du patch de taille
5×5 fourni par IMEC et utilisé dans [Tsa+19]. Il est à noter que ce filtre est très mal conditionné
puisque deux lignes de la matrice H sont presque nulles.

Nous comparons les performances obtenues par FPVCA avec KPWNMF mais aussi les ap-
proches en deux étapes testées précédemment, mis à part que ces approches utilisent ici VCA pour
estimer les endmembers. Ainsi, des différences de performance entre ces méthodes seront directe-
ment dues aux erreurs de restauration du cube multispectral lors du dématriçage. Il est à noter que
les tests présentés ici ont été réalisés dans [Abb+22b]. A cette époque, nous ne connaissions pas
encore la publication [Pic+17] et, à notre connaissance, aucun auteur ayant proposé une méthode
de dématriçage n’en mentionnait non-plus l’existence 6. Aussi, dans les tests présentés ci-dessous,
les performances des méthodes sont fournies sans l’apport de la matrice de correction [Pic+17]. On
peut donc s’attendre à ce que les méthodes de la littérature et KPWNMF fournissent de meilleures
performances que celles présentées ci-dessous, après application de cette matrice de correction.
Néanmoins, il est peu probable qu’elles puissent compenser la différence de performance, notam-
ment lorsque les données sont très bruitées 7.

La figure 6.19 montre les SIR obtenus par les méthodes testées, par rapport au niveau de bruit
d’entrée. On peut constater que l’approche FPVCA fournit des SIR deux fois supérieurs à ceux
obtenus avec KPWNMF. L’approche combinant PPID et VCA fournit des SIR très légèrement
inférieurs à ceux obtenus avec KPWNMF. Les autres méthodes ont des performances bien en deçà.
Cela montre l’intérêt de la méthode proposée.

6.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre plusieurs méthodes à parcimonie proposées pour des
problématiques de SAS post-non-linéaire, de localisation de locuteurs, et de dématriçage et démé-

6. Pire, la plupart des auteurs ayant proposé des méthodes de dématriçage pour les mêmes SSI qu’ici considèrent
des filtres idéaux uniquement.

7. Rappelons en effet que cette matrice de correction est simplement la pseudo-inverse de la matrice de filtres de
Fabry-Perot.
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FIGURE 6.19 – SIR obtenus par les différentes méthodes testées, par rapport au SNR d’entrée,
lorsqu’un filtre réel pour des patchs de taille 5×5 est appliqué.

lange conjoints d’images multi-spectrales snapshots. Fondées sur des principes de parcimonie très
simples et équivalents à des hypothèses locales de faiblesse de rang, ces méthodes sont souvent
plus performantes que des approches de la littérature quand ces a priori sont vérifiés.
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[SCA-1] D. Pavlidi, A. Griffin, M. Puigt, A. Mouchtaris, Real-time multiple sound source localization

and counting using a circular microphone array, IEEE Transactions on Audio, Speech, and
Language Processing, Volume 21, Issue 10, pp. 2193-2206, October 2013.

[SCA-2] M. Puigt, A. Griffin, A. Mouchtaris, Nonlinear blind mixture identification using local source

sparsity and functional data clustering, Proceedings of the 7th IEEE Sensor Array and Mul-
tichannel Signal Processing (SAM 2012), pp. 481–484, Hoboken, NJ, USA, June 17–20,
2012.

[SCA-3] M. Puigt, A. Griffin, A. Mouchtaris, Post-nonlinear speech mixture identification using single-

source temporal zones & curve clustering, Proceedings of the 19th European Signal Proces-
sing Conference (EUSIPCO 2011), pp. 1844–1848, Barcelona, Spain, August 29 – Septem-
ber 2, 2011.

[SCA-4] K. Abbas, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Filtering-based endmember identification me-

thod for snapshot spectral images, Proc. of the 12th Workshop on Hyperspectral Imaging

131



and Signal Processing : Evolution in Remote Sensing (WHISPERS 2022), Roma, Italy, Sep-
tember 13-16, 2022.

[SCA-5] K. Abbas, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Joint unmixing and demosaicing methods for

snapshot spectral images, to appear in Proc. 48th IEEE International Conference on Acous-
tics, Speech, and Signal Processing (ICASSP’23), Rhodes, Greece, June 4-10, 2023.

[SCA-6] K. Abbas, M. Puigt, G. Delmaire, G. Roussel, Démélange et dématriçage conjoints par com-

plétion de rang un pour les images multispectrales « snapshot », Actes du GRETSI, pp. 925–
928, Nancy, France, 6-9 septembre 2022.

132



Troisième partie

Perspectives

133



Chapitre 7

Perspectives

Dans ce mémoire, j’ai présenté une partie de mes travaux en analyse de variables latentes, qui
reposent sur des approximations de faible rang (NMF) ou localement de faible rang (SCA). Je pré-
sente par la suite quelques pistes de recherche qui m’intéressent. Certaines découlent directement
des activités passées présentées dans ce rapport.

7.1 Les défis d’un monde aux limites finies

L’environnement est une thématique phare de l’ULCO depuis sa création il y a 30 ans. Les ap-
plications associées aux travaux présentés dans ce manuscrit en attestent modestement. Cependant,
de nombreux défis environnementaux attendent le monde, notamment le réchauffement climatique
et la transition énergétique (pour remplacer les énergies fossiles par des énergies bas-carbone).
Cette transition passe aujourd’hui par un usage croissant de métaux, dont les concentrations dans
les mines diminuent significativement depuis plusieurs décennies [Sté22]. Dans un monde aux li-
mites finies, une croissance infinie n’est pas possible.

Bien que l’intelligence artificielle soit parfois présentée comme une solution pour lutter contre
la pollution [Ye+20] ou pour contribuer au développement durable [NKC20], elle fait aussi partie
du problème énergétique en cours, avec des besoins toujours plus importants en données et/ou en
capacité de calcul, et donc en énergie [Pat+21 ; CTM22]. Ainsi, le seul entraînement du modèle
GPT-3 – qui a fait tant parler de lui dans ChatGPT depuis décembre 2022 – nécessiterait plus de
400 ans de calculs sur un ordinateur de bureau et produirait 552 tonnes équivalent carbone de CO2

[Pat+21].

La figure 7.1 présente les prédictions – réalisées en 2015 – de consommation énergétique mon-
diale du secteur informatique par rapport à l’estimation de la quantité d’énergie disponible en 2040
[SS15]. On constate que les besoins énergétiques du secteur informatique pourraient dépasser la
capacité mondiale à l’horizon 2040 ou 2050 (selon le choix de la courbe)... Des études plus ré-
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FIGURE 7.1 – Estimation de la puissance électrique nécessaire pour faire fonctionner le parc in-
formatique mondial par rapport à la puissance disponible estimée en 2040 (source [SS15]). Les
courbes correspondent aux trajectoires sans aucun progrès technique entre 2015 et 2040 (« Bench-
mark ») ou si des gains d’efficacité d’un facteur 1000 sont atteints (« Target »), tandis que la courbe
« Landauer limit » représente la limite physique en dessous de laquelle il n’est pas possible d’aller.

centes [Fer+18] confirment cette tendance. Même si des efforts réels ont été réalisés – par exemple
pour optimiser les data centers – l’effet rebond – c.-à-d. l’accroissement des usages rendu possible
par l’amélioration de l’efficacité énergétique – en annule tout bénéfice [JRL23].

En informatique mais aussi en traitement du signal et des images – où une part importante des
travaux nécessite des ressources de calculs – il me semble nécessaire de faire preuve de « techno-
discernement » [Bih21], c.-à-d. corréler l’usage de solutions informatiques énergivores à la valeur
ajoutée sociétale ou environnementale qu’elles produisent. Une première difficulté résidera dans la
définition du périmètre de cette valeur ajoutée [CTM22]. Supposons qu’un consensus se dégage
autour de certaines thématiques, un deuxième challenge résidera probablement non plus à chercher
à faire toujours plus précis et performant mais probablement à faire presque aussi bien qu’aujour-
d’hui avec un usage de plus en plus réduit de ressources 1, notamment parce que les besoins en
énergie électrique vont exploser pour d’autres usages qui sont aujourd’hui majoritairement réalisés
avec des énergies fossiles (par exemple : transport, industrie). Une initiative comme BenchOpt 2

[Mor+22] s’inscrit ainsi dans cette tendance en comparant les performances de solveurs sur des
problèmes donnés. De même, nos travaux dans [Dor+17a ; Yah+19b] suivent cette démarche en
comparant des approches de NMF pondérée pour un budget CPU donné. De manière alternative,
les travaux dans [Tré20] permettent d’estimer les coûts carbone de techniques de machine learning

et l’usage alternatif qui pourrait être réalisé avec ce même coût. Une dernière difficulté consistera

1. Les travaux de Dr d’Acremont sont un exemple de voie possible [dAc21] : elle propose une solution très « low-
tech » d’aide à la décision en santé, obtenue à partir d’une approche très « high tech » faisant appel à des capteurs
connectés, des tablettes informatiques et un apprentissage machine.

2. Voir https://benchopt.github.io/.
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à éviter l’effet rebond engendré par ces efforts. L’ère de l’Anthropocène étant caractérisée par une
succession de progrès techniques et technologiques massivement déployés (par exemple : l’inven-
tion de la machine à vapeur – initialement développée pour pomper l’eau au fond des mines de
charbon – a permis la révolution industrielle en Angleterre au XVIIIème siècle), je crains qu’il n’y
ait pas de solution à ce problème sans une action volontariste du législateur.

Je présente ci-dessous certaines perspectives de mes activités de recherche que je souhaite pou-
voir rendre compatibles avec la réflexion ci-dessus.

7.2 Quelques perspectives

7.2.1 Accélérer la NMF robuste ou rendre robuste la NMF rapide

Nous avons présenté dans le chapitre 4 des méthodes informées de NMF avec :

— un focus sur la robustesse aux valeurs aberrantes pour l’application en partitionnement de
sources,

— et un accent sur la vitesse de traitement pour l’application en étalonnage aveugle de capteurs.

Or, les capteurs mobiles bas-coût ont tendance à générer des valeurs aberrantes auxquelles il est
nécessaire d’être robuste alors que les problèmes de partitionnement de sources tendent à voir leur
dimensions augmenter et nécessitent une validation par bootstrap gourmande en temps de calcul.
Il pourrait donc être intéressant de proposer des approches informées à la fois rapides et robustes
qui pourraient être communes à ces deux problèmes. Par exemple, nous n’avons pas considéré
jusqu’alors l’estimation de la matrice W . Celle-ci est adaptée par essai-erreur dans la PMF alors
que certaines approches de NMF pondérées proposent maintenant de la mettre à jour [Wei+22].
Mettre à jour la matrice W pourrait ainsi être une solution pour augmenter l’incertitude associée
aux valeurs aberrantes présentes dans la matrice de données X et ainsi rendre robuste les approches
de NMF rapides présentées dans le chapite 5.

7.2.2 Optimisation multiobjectif

La formulation de NMF pénalisée (3.3) correspond à un problème scalarisé d’optimisation mul-
tiobjectif [Tri+16]. En recherche opérationnelle, ce type de problème se résout classiquement en
faisant varier les poids de la fonction de coût λ0,λ1, . . . sous contrainte de somme à 1 et à cher-
cher le front de Pareto de solutions optimales [Tri+16]. Ainsi plusieurs méthodes de NMF basées
sur la recherche d’un front de Pareto 3 ont été proposées [Gon+18 ; ZH16 ; GLT+21]. Cependant,
tant dans le cadre général de la NMF que de l’optimisation multiobjectif classique, l’unicité de la

3. Notons malgré tout l’existence de solutions alternatives récemment proposées [Del+22].
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solution n’est pas garantie et combiner des approches évolutionnaires – développées en recherche
opérationnelle – à des techniques comprimées et parallélisées de NMF pourrait faire sens pour
éviter les minima locaux et accélérer la recherche des fronts de Pareto.

Par ailleurs, lorsque le nombre de termes devient important dans l’expression (3.3) – c.-à-d.
supérieur ou égal à i ≥ 3 [VBB14] – toute solution tend à devenir Pareto-optimale [VBB14] et
nécessite une régularisation a posteriori, par exemple en agrégeant des termes qui sont corrélés ou
en appliquant une réduction de dimensionalité de type ACP. Récemment, des auteurs ont proposé
de contraindre les poids λi à être parcimonieux [Tia+19]. Dans le cadre d’une collaboration avec
une autre équipe du LISIC experte en optimisation multiobjectif, nous pourrions aller plus loin
dans l’exploration des contraintes de parcimonie pour des problèmes multiobjectif, par exemple en
considérant la parcimonie des valeurs λi comme une fonction objectif elle-même. Cette stratégie
pourrait alors être appliquée à un problème de NMF ou de Deep NMF [CZP22].

7.2.3 Apprentissage comprimé

Les projections aléatoires sont un moyen simple d’accélérer l’optimisation de calculs lorsque
les données sont de faible rang. Les projections aléatoires en flux développées dans la thèse de F.
Yahaya [Yah21] semblent une voie intéressante pour l’apprentissage. Il serait malgré tout néces-
saire de valider expérimentalement leur apport sur d’autres approches que la NMF (par exemple :
décomposition tensorielle, réseaux de neurones), sur d’autres usages [Li+18] et sur des problèmes
de plus grande dimension, eux aussi traités en flux. De plus, son utilisation dans un calculateur dé-
dié devrait être implémentée et validée. Cela peut ne pas être immédiat : par exemple, la projection
aléatoire réalisée par les calculateurs optiques de la société LightOn 4 [Hes+21] est fixe.

7.2.4 Etalonnage aveugle

Lorsque nous avons commencé à nous intéresser à l’étalonnage in situ de capteurs mobiles, il
n’y avait qu’un tout petit nombre de projets existants autour de la mesure participative de la qualité
de l’air. Cela faisait alors sens de développer nos propres capteurs pilotés par un micro-contrôleur
de type Arduino. Cependant, depuis quelques années, de nombreux acteurs privés et publics se sont
positionnés sur le développement de capteurs miniaturisés et les performances de leurs appareils
sont régulièrement évaluées [Kar+19], par exemple via les campagnes « Capt’Air » 5 organisées
par le Laboratoire Central de la Surveillance de la Qualité de l’Air (LSCQA) en partenariat avec le
réseau des Associations Agréées de Surveillance de la Qualité de l’Air (AASQA).

4. Voir https://www.lighton.ai/
5. Voir https://captair-lcsqa.fr/.
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Aujourd’hui, les approches d’étalonnage que nous avions développées (voir chapitre 4) sont
toujours pertinentes, notamment parce qu’elles permettent – avec beaucoup de flexibilité – de com-
biner étalonnage des capteurs et cartographie du phénomène observé. Nous aimerions ainsi pouvoir
combiner nos approches à des informations de type modèle dynamique pour générer des cartogra-
phies fines de la qualité de l’air, tout en gardant un temps de calcul raisonnable. Cela passerait par
le déploiement de capteurs 6 mesurant vitesse et direction du vent – comme celui que nous avons
développé (voir chapitre 2) – en plus des capteurs de la qualité de l’air. Nous souhaiterions aussi
pouvoir prendre en compte l’évolution de la matrice de paramètres d’étalonnage au fil des scènes.
Cela pourrait par exemple être réalisé via des co-factorisations avec des contraintes d’évolution des
matrices facteurs entre deux scènes adjacentes.

Ces approches d’étalonnage pourraient trouver d’autres applications. Pour faire face au coût
énergétique croissant de l’intelligence artificielle, de nouveaux calculateurs analogiques [HGP18]
ou optiques [Sui+20] ont été proposés. En France, notre énergie électrique étant globalement dé-
carbonée, une part importante du coût carbone d’un ordinateur réside dans sa fabrication. Aller vers
plus de résilience en augmentant significativement la durée de vie de telles machines apparaît donc
particulièrement vertueux. Ces nouveaux calculateurs analogiques risquent de voir leurs propriétés
intrinsèques dériver au cours du temps, à cause du vieillissement des matériaux qui le composent.
Des approches d’étalonnage – similaires à celles proposées pour les capteurs environnementaux
mais adaptées aux modèles de dérive de ces calculateurs – pourraient ainsi numériquement com-
penser ce vieillissement et permettre d’augmenter la durée de vie des machines. De même, les
calculateurs optiques nécessitent des capteurs photo-sensibles qui peuvent non-seulement vieillir
mais aussi voir l’apparition de pixels morts. Proposer des approches de calculs optiques robustes
aux données manquantes semble là-aussi d’intérêt.

7.2.5 Imagerie multi-spectrale

Dans le cadre de la thèse de K. Abbas débutée en juin 2021, nous nous intéressons à l’imagerie
multi-spectrale « snapshot ». La dernière partie de sa thèse sera dédiée au développement de nou-
velles approches de démélange et dématriçage qui tiennent compte de la variabilité spectrale dans
les images [Bor+21]. A moyen terme, nous souhaiterions pouvoir traiter des vidéos : par exemple,
la détection et le suivi de cibles est un challenge qui est étudié depuis peu par la communauté, 7.
Une des applications visées avec cette caméra consiste à faciliter la détection des œufs de gravelots
– ces oiseaux nichant sur les plages de la Côte d’Opale – qui sont menacés par les autres usages
des plages comme le tourisme (voir figure 7.2). A terme, nous pourrions imaginer des drones qui

6. A terme, le ratio bénéfice / coût des capteurs miniaturisés – qui est une problématique qui intéresse un nombre
croissant de chercheurs – devra malgré tout être estimé.

7. Voir par exemple les récents concours à ce sujet : https://www.hsitracking.com/contest/.

138

https://www.hsitracking.com/contest/


FIGURE 7.2 – Pancarte d’information installée sur la plage de Sangatte à propos des œufs de
gravelots (Source : La Voix du Nord).

survoleraient ces grandes étendues de plage pour détecter ces oiseaux et leurs œufs et faciliter les
actions de protection et de prévention.

De plus, dans le cadre du projet OSYNICO, nous avons développé des méthodes de fusion
d’images satellitaires Sentinel-2 et Sentinel-3 (voir chapitre 2) pour l’observation de la couleur de
l’eau. En observation marine côtière, nous cherchons des images qui vérifient (i) une bonne ré-
solution spatiale – pour mieux appréhender les phénomènes physiques complexes qui ont lieu en
milieu côtier – (ii) une bonne résolution spectrale – pour mieux analyser le milieu biogéochimique
(chlorophylle, particules en suspension, etc) – et (iii) une bonne résolution temporelle, pour pou-
voir détecter des phénomènes très localisés dans le temps comme des blooms de phytoplanctons par
exemple. Aucun satellite ne combine toutes ces propriétés, d’où le fait de chercher à fusionner des
séries temporelles d’images Sentinel-2 (résolution spatiale de 10 à 60 m, pour 13 bandes spectrales,
une acquisition tous les 5 jours) et Sentinel-3 (résolution spatiale de 300 m, 21 bandes spectrales,
une acquisition tous les 1.4 jours). Nous avons développé plusieurs approches qui résolvent par-
tiellement ces problèmes mais à ce jour, aucune ne traite en même temps toutes les difficultés du
problème. En particulier, pour pouvoir comparer les données satellitaires avec les mesures in situ

réalisés par les biologistes marins, une étape de correction atmosphérique est appliquée aux don-
nées satellitaires, générant des valeurs aberrantes qui perturbent les approches de deep learning que
nous avons développées [Alb+22 ; Cis+22a ; Had+].

Enfin, il serait intéressant d’observer les milieux marins côtiers à une échelle intermédiaire entre
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FIGURE 7.3 – Modèle de mélange sonore des micro-casques dans un CVR (source [PBD22]).

le satellite et la mesure in situ, par exemple en embarquant une caméra multi-spectrale snapshot sur
un drone, un ULM voire un planeur. Ce type de technologie pourrait aussi être utilisé pour la
détection et la quantification de micro-plastiques présents en mer [Top+20], en complément d’un
drone marin déjà présent au laboratoire.

7.2.6 Séparation de sources avec l’humain dans la boucle

Le Bureau d’Enquêtes et d’Analyses pour la sécurité de l’aviation civile (BEA) est l’autorité
française en charge des enquêtes de sécurité lors d’incidents ou d’accidents d’aéronefs civils. Le
BEA réalise l’exploitation des enregistreurs de vol – connus sous le nom de « boîtes noires » –
comptant un enregistreur de conversations (CVR pour Cockpit Voice Recorder) et un enregistreur de
paramètres (FDR pour Flight Data Recorder). L’analyse et la transcription des CVR sont réalisées
au bénéfice de l’enquête de sécurité par des enquêteurs spécialisés.

Lors d’incidents de vol ou d’accidents, la conception même du CVR rend très difficile l’intelli-
gibilité des signaux de parole sur les 4 signaux enregistrés. Nous avons commencé à nous intéresser
à ce type de signaux sous l’angle d’un problème de SAS dans [BDP22 ; PBD22]. En particulier,
nous avons modélisé le modèle de mélange des micro-casques (voir figure 7.3), qui peut être dyna-
mique (à cause des mouvements de tête des pilotes) et qui peut localement se comporter comme un
mélange linéaire instantané ou comme un mélange convolutif. De nombreux challenges restent à
relever, notamment le traitement conjoint du micro d’ambiance (non-considéré jusqu’alors) et des
micros-casques des pilotes. Ce micro d’ambiance fournit des données beaucoup plus bruitées que
les micros des pilotes mais à une fréquence d’échantillonage supérieure. Il peut aussi contenir des
signatures acoustiques de phénomènes pouvant expliquer d’éventuelles défaillances de l’aéronef
considérées. Cependant, ces signatures sont « cachées » par les autres signaux audio qui sont aussi
présents dans les enregistrements des micro-casques.

Par ailleurs, les résultats dans [BDP22] montrent que les approches de NMF et de SCA four-
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nissent des performances complémentaires et il pourrait être intéressant d’intégrer l’analyste audio
dans la boucle de séparation en lui demandant son avis. En particulier, les approches de SCA cou-
plées à du masquage temps-fréquence peuvent générer un bruit musical assez fort qui ne rend pas
les signaux de parole intelligibles. Cependant, ces mêmes approches permettent aussi d’indiquer
quels points temps-fréquence sont associés de manière presque sûre à quelle source. Utiliser cette
information dans une autre approche de séparation de sources pourrait s’avérer utile pour améliorer
les performances de SAS.

7.2.7 Sciences de gestion

Comme présenté dans le chapitre 2, nous développons une plateforme, nommée QLAPP 8, d’en-
quêtes en sciences de gestion. Cette plateforme permet de questionner un panel de répondants vo-
lontaires via leur téléphone portable et un serveur web. Les questionnaires peuvent par exemple
permettre de mieux appréhender certains sentiments comme le bien-être au travail [SC21] et de
proposer de nouvelles pratiques managériales permettant d’améliorer les conditions de travail. Un
des objectifs du projet QLAPP consiste à enrichir les réponses de ces répondants de certaines
mesures de leurs smartphones – pouvant par exemple fournir des informations complémentaires
organisées sous forme de graphe – pour affiner la compréhension des comportements détectés via
les réponses aux questionnaires. Par ailleurs, dans les études longitudinales – c.-à-d. au cours du
temps – l’absence ponctuelle de réponse d’un ou de plusieurs répondants peut poser problème aux
méthodes d’analyse classiquement utilisées en sciences de gestion.

8. Voir https://qlapp.org.
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ABSTRACT

In this paper, we propose a new endmember estimation
method for snapshot spectral imaging (SSI) systems using
Fabry-Perot filters. Indeed, such systems only provide a part
of the spectral content of a classical multi- or hyperspectral
camera and restoring the full hyperspectral datacube from
an SSI matrix is named “demosaicing”. However, it was re-
cently shown that a joint unmixing and demosaicing method
allowed a much better unmixing performance than a two-
stage approach consisting of a demosaicing step followed
by an unmixing one. In this paper, we propose a new ap-
proach to estimate endmembers from the SSI image without
requiring a demosaicing step. It inverts the Fabry-Perot filters
and extends the “pure pixel” framework to the SSI sensor
patch level, that we name the “pure patch” assumption. Our
experiments show that our proposed scheme significantly
outperforms state-of-the-art methods in terms of endmember
estimation accuracy.

Index Terms— Snapshot Spectral Imaging, Endmem-
ber Identification, Fabry-Perot Filter Inversion, Rank-one
Approximation, Pure Patch Assumption

1. INTRODUCTION

An essential issue that hyperspectral imaging (HSI) sen-
sors have to handle is how to collect the four-dimensional
HSI data—i.e., two spatial, one spectral, and one temporal
dimensions—utilizing a single detector, i.e., a 1D-array or
2D-plane detectors. Thus, different strategies in HSI ac-
quisition designs have emerged from the disparity between
detector demands and available dimensionality, leading to
spatial, spectral, and frame scanning architectures [1]. Re-
gardless of the approach, the main potential of all the methods
is acquiring images with a high spectral, spatial, and tempo-
ral resolution. However, a shared characteristic among all
scenarios is the need for repetitive scanning of the scene
and the acquisition of many exposures (frames) to capture
the complete spatio-spectral resolution data cube. More-
over, the need for miniaturization of the imaging systems

This work was partly funded by the Région Hauts-de-France. Experi-
ments presented in this paper were carried out using the CALCULCO com-
puting platform, supported by SCoSI/ULCO.

implies that novel designs should seek to be without mechan-
ical parts—such as moving mirrors—since they increase the
complexity of the designs. Therefore, a new generation of
HSI imaging architectures—known under the name Snapshot
Spectral Imaging (SSI)—has been proposed to overcome
the previously mentioned issues [2]. Among the recent
strategies which emerged, compressive coded-aperture SSI
(CASSI) systems [3] and SSI cameras using Fabry-Perot fil-
ters (FPfs) [4] only provide a 2-D image which is obtained
from the 3-D HS data. With both cameras, a post-processing
technique known as “demosaicing” must be applied to esti-
mate the full HS data cube. However, the proposed methods
significantly differ with respect to the chosen sensing tech-
nology. In this paper, we focus on the cameras using FPfs.

Traditional demosaicing methods use spatial and/or spec-
tral correlation and are based on Weighted Bilinear inter-
polation (WB) [5], Binary Tree-Based Generic Demosaic-
ing (BTES) [6], Iterative Spectral Difference (ItSD) [7], a
pseudo-panchromatic image (PPID) [8], structural and adap-
tive nonlocal optimization (SaND) [9], and graph-regularized
low-rank matrix completion (GRMR) [10]. More recently,
deep learning methods have been proposed [11–14].

Once the 3-D HS image has been restored from the 2-
D SSI one, we can apply any postprocessing technique of
interest. In particular, extracting the spectral signatures of
all the materials—aka endmembers—which are present in an
observed scene is a very classical problem known as unmix-
ing. Specifically, popular unmixing methods assume that for
each endmember, there is at least one spatial pixel which con-
tains the correspondent material only, such that the observed
spectrum is equal to the endmember. The most widely used
algorithms are the vertex component analysis (VCA) [15], N-
FINDR [16], the pixel purity index (PPI), and the sequential
maximum angle convex cone (SMACC) [1].

However, according to the authors in [10], performing
classification after demosaicing SSI images provides a poor
classification performance. Furthermore, in [17], we found
that a two-stage strategy—which consists of first demosaic-
ing an SSI image and then unmixing it—was much less ac-
curate than jointly demosaicing and unmixing the same SSI
data. In particular, we showed that our proposed approach—
which was solving a low-rank matrix completion problem
using a locally-rank-1 weighted nonnegative matrix factor-



Fig. 1. Spectral response of the 25 spectral filters of the 5× 5
mosaic Photon Focus SSI camera in the 400–1000 nm range.

ization framework and which is named K-means patch-based
weighted non-negative matrix factorization (KPWNMF)—
was providing much better estimates of the endmembers
than the two-stage approaches while still providing a slightly
better demosaicing performance.

In this work, we propose a novel approach to estimate
endmembers from the SSI image. It significantly differs
from [17] for the following reasons. Firstly, instead of a
low-rank matrix completion framework, we here propose to
invert the Fabry-Perot filters to recover the spectral content
from “patches” of the SSI image. Then, we relax the abun-
dance sparsity assumption needed in [17]: we here assume
that the previously recovered spectra may be seen as linear
mixtures of the endmembers and that some of the patches
only contained one material, i.e., we extend the “pure pixel”
idea to the patch level. The VCA algorithm is then used to
derive the final endmembers, while the abundances can then
be estimated using the method in [17]1.

The remainder of the paper is organized as follows. We
introduce the SSI camera and the problem we aim to solve
in Section 2. Then, section 3 presents our proposed method,
whose performance is investigated in Section 4. We lastly
conclude and introduce future work direction in Section 5.

2. PROBLEM STATEMENT

This section defines the SSI acquisition system and the
problem we aim to solve. The SSI camera acquires a two-
dimensional image of m× n pixels for each exposure, where
m and n are the numbers of horizontal and vertical pixels,
respectively. Moreover, the camera is assumed to observe k
spectral bands. In practice, the considered SSI technology is
based on a mosaic of FPfs which consist of

√
k×
√
k patches

1This is the reason why we only focus on the endmember estimation in
this paper.

which are repeated along the sensor surface2. In the ideal
scenario, an FPf allows the light from a minimal spectral
range to propagate to a sensor and stops the light outside this
range. However, these filters present additional harmonics
around each wavelength of interest in the real implementa-
tion, as shown in Fig. 1. Fortunately, these filters are known
and provided by the camera manufacturer [4].

In the remainder of this section, we focus on a single patch
of FPfs. Denoting yi(λi) the i-th SSI pixel of the considered
patch—assumed to theoretically observe the spectral informa-
tion at λi nm—we get:

yi(λi) =

k∑

j=1

hi(λj) · xi(λj) + ωi, (1)

where hi(λ) is the FPf associated with Pixel i, xi(λ) is the
plain spectrum to be observed on Pixel i, and ωi is some ad-
ditive noise. Moreover, assuming a linear mixture model, the
observed spectrum can be written as a mixture of endmem-
bers, i.e.,

xi(λ) =

p∑

l=1

gilfl(λ), (2)

where p is the number of endmembers present in the observed
scene, fl(λ) denotes the l-th endmember, and gil its associ-
ated abundance proportion in Pixel i with

∀l = 1, . . . , p, 0 ≤ gil ≤ 1 and
p∑

l=1

gil = 1. (3)

In this paper, we aim to estimate the p endmembers fl(λ)
from the SSI image using Eqs. (1) and (2).

3. PROPOSED METHOD

We now introduce our proposed method. First of all, let us
emphasize the fact that inverting the k FPfs hi(λ) in Eq. (1)
is ill-posed. In order to estimate the endmembers, we need
to add additional assumptions. We first assume that in some
patches, the matrix X which is defined over the considered
patch as

X ,



x1(λ1) . . . x1(λk)

...
...

xk(λ1) . . . xk(λk)


 (4)

is approximately rank-1, i.e., ∀j = 1, . . . , k, for any given
indices i0 and i1, xi0(λj) ≈ xi1(λj). Such an assumption is
valid for miniaturized SSI systems which can be quite close
to the area they tend to observe. For the sake of readability,
we drop the indices and reduce the matrixX to a single vector
x = [x(λ1), . . . , x(λk)]. Denoting T the transposition,

y , [y1(λ1), . . . , yk(λk)]
T , (5)

2Typical values of k are 16 or 25, such that the patch is of size 4 × 4 or
5× 5, respectively. Moreover, m and n are both proportional to

√
k.



the vector of the k observed pixels in a patch, ω , [ω1, . . . , ωk]
T

the associated vector of additive noise, and

H ,



h1(λ1) . . . h1(λk)

...
...

hk(λ1) . . . hk(λk)


 (6)

the matrix of FPfs, we get

y = H · xT + ω. (7)

Our approach thus reads as follows. For each patch, we first
aim to recover a tentative spectrum x from Eq. (7). In prac-
tice, as the matrixH can be ill-conditionned3, we aim to solve
a penalized optimization problem, i.e.,

min
x≥0

1

2
‖y −H · xT ‖22 +

α

2
‖D · xT ‖22, (8)

where D is the square matrix accounting for the discrete
derivative of the spectrum x, and α stands for the penal-
ization term. Eq (8) is a quadratic problem which can be
rewritten as [18]

min
x≥0

1

2

∥∥∥∥
(
y
0

)
−
(

H√
αD

)
· xT

∥∥∥∥
2

2

. (9)

In practice, the error value ‖y −H · x̂‖2—where x̂ is the es-
timated spectrum obtained from Eqs. (8) or (9)—provides a
measure of rank-one approximation. Indeed, if in Eq. (7) the
content of X cannot be approximated by a single vector, then
‖y − H · x̂‖2 will be high. On the contrary, it will be low if
the rank-one approximation is a valid assumption. By only
keeping the estimated vectors linked with the lowest errors—
say q vectors—we get a q × k data matrix X where the FPf
effects are removed. Let us recall that these q vectors are as-
sociated with q patches which are approximately rank-1. In
practice, such a situation may be met if (i) only one endmem-
ber is active over the patch, or (ii) the abundance proportions
are constant over the patch. The first scenario may be seen as
a patch extension of the “pure pixel assumption” [1]—that we
call “pure patch assumption”—while the second means that
several endmembers are present in similar proportions over
the patch.

Denoting G and F the q × k and k × k matrices of abun-
dances and endmembers associated with the q rank-1 patches,
we get a simple linear mixing relationship

X ≈ G · F. (10)

In this paper, we further assume that at least one pure patch
exists for each endmember to estimate. This means that
Eq. (10) can be solved by any unmixing method using the
pure patch assumption. In order to show the proof of concept,

3For example, the 5 × 5 filter matrix H using real FPfs in [10] has two
rows which are almost null.

we use VCA [15]. Algorithm 1 shows the whole structure of
the approach, named FPVCA for Filter Patch-based VCA.

At this stage, let us stress again that due to the fact that
a miniaturized SSI camera may be placed very close to an
area to observe, the rank-1 and the pure patch assumptions are
not very constraining. Moreover, we would like to emphasize
the differences between this method and the one we proposed
in [17]: our previous work was using a weighted matrix fac-
torization framework, which significantly differs from the fil-
ter inversion strategy used in this paper. Moreover, contrary
to [17], we do not assume all the rank-one patches to be pure.

Algorithm 1 Filter Patch-based Vertex Component Analysis
Input:
the SSI matrix
p the number of endmembers
H the harmonics matrix
α the regularization parameter
Output:
F the estimated endmember matrix
Processing:

1: for r = 1 to nb patches do
2: Let y

r
the SSI vector linked to Patch r

3: Estimate x using Eq (9)
4: if ‖y

r
−Hx‖2 is “low-enough” then

5: Add x as a new line of X
6: end if
7: end for
8: F = VCA(X, p)

4. EXPERIMENTS AND RESULTS

Experiments are conducted using SSI simulations on the
spheric image, which is generated using the HYDRA tool-
box [19]. It has 128×128 pixels with three endmembers, i.e.,
water, concrete, and metal. The image satisfies abundance
sum-to-one and abundance non-negativity constraints. More-
over, for each endmember, we generate one spatial area where
only this one is present, so that the pure patch assumption is
satisfied. We consider 4× 4 and 5× 5 spectral filter patterns
for ideal filters—where Eq. (1) reduces to yi(λi) = x(λi)

4—
and real FPfs—whose responses are provided by IMEC and
used in [10]—and we randomly select either k = 16 or 25
spectral bands out of the available ones. Lastly, we only keep
for generating X the vectors x such that the rank-one approx-
imation error ‖y −Hx‖2 is below or equal to the average of
these errors computed over all the patches.

We compare the performance achieved by our proposed
FPVCA method with our previously proposed KPWNMF
approach [17] and five 2-step demosaicing-then-unmixing

4In that case, it is not possible to solve Eq. (8). We just generate x by
replicating the SSI values and we set ‖y −Hx‖2 = 0.
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Fig. 2. Left: Influence of the regularization parameter α on the reached MRSA value. Center: Estimated spectra in case of real
filter of size 5× 5. Right: SIRs obtained with the 5× 5 real filter with respect to additive noise.

methods. For the latter, we consider five state-of-the-art de-
mosaicing methods—i.e., GRMR [10], BTES [6], WB [5],
PPID [8], and ItSD [7]—while in the second step, we ex-
tract the endmembers in the restored datacube using the VCA
algorithm. As a consequence, all the considered methods
should take advantage of the presence of pure pixels.

To assess the performance of the tested methods, we com-
pare the quality of the restored spectra using the Signal-to-
Interference Ratio (SIR, reported in dB) and Mean-Removed
Spectral Angle (MRSA) computed over the rows of F . The
MRSA measures how close two endmembers are (neglecting
scaling and translation) [20]. We first investigate the influ-
ence of α on the estimation of the endmembers. The left plot
of Fig. 2 shows the MRSA with respect to the value of α in
the case of a 5× 5 filter. We see that a small value of α (typ-
ically, 0.001 ≤ α ≤ 0.02) allows a much lower MRSA than
no regularization (α = 0). Then, when α gets higher, the
error is increased. In the remainder of the tests, we set this
parameter to α = 0.005.

Table 1 provides the average SIR and MRSA of the esti-
mated spectra achieved by the various methods in noiseless
mixtures. This table shows that the unmixing performance
obtained with our proposed FPVCA method is always much
better than the other methods. This is probably because all
the tested 2-stages approaches introduce some datacube esti-
mation errors that affect the quality of the estimated spectra.
Moreover, the performance of our previously proposed KP-
WNMF approach is slightly better than the SotA other meth-
ods but still much lower than FPVCA. This may be due to the
fact that the abundance sparsity assumption in [17]—i.e., all
the rank-one patches are pure patches—is not necessarily sat-
isfied in these simulations. Still, KPWNMF assumes all the
vectors in X to be close to the true endmembers and estimates
the latter using K-means. Such a clustering algorithm may
be affected by the spectra obtained from non-pure patches,
which lowers the KPWNMF performance.

Please also note the drop of SIR in the case of 5 × 5
real filters. While our proposed FPVCA approach still out-

Table 1. Average SIR and MRSA (into brackets) values for
the considered experiment. In bold: the best values

4 x 4 patch 5 x 5 patch
Ideal Filter Real Filter Ideal Filter Real Filter

GMRM 61.6 (4.0) 56.7 (4.8) 10.2 (4.0) 11.5 (3.6)
BTES 58.2 (4.4) 55.5 (4.9) 9.5 (4.4) 9.7 (4.5)
WB 61.4 (3.8) 57.7 (4.9) 11.7 (3.8) 12.2 (3.9)
PPID 73.1 (2.3) 63 (3.7) 28 (2.3) 16.3 (4.2)
ItSD 61.2 (4.8) 58.6 (4.6) 14.6 (4.8) 14.8 (4.8)
KPWNMF 77.8 (2.2) 64.3 (4.8) 31.8 (2.2) 19.2 (4.0)
FPVCA 253.0 (0) 253.0 (0.0) 246.0 (0.0) 67.4 (0.8)

performs the other methods, its performance decrease is due
to the fact that H is severely ill-conditioned. The proposed
Tikhonov regularization serves to correct the effect of the ma-
trix H . Furthermore, the angle between the estimated spectra
and the real one is small, and they tend to be almost identical,
as shown in the central plot of Fig. 2.

Lastly, the influence of additive noise is shown on the
right plot of Fig. 2, for the 5 × 5 real filter. All the tested
methods are rather stable to the additive noise but the reached
performance is lower than in the noiseless case. Still, our
proposed FPVCA approach significantly outperforms all the
tested methods, which shows the relevance of our work.

5. CONCLUSION AND DISCUSSION

In this paper, we proposed a new method for estimating end-
members from SSI images. It works on an SSI patch level and
it mainly consists of finding rank-one patches and of restor-
ing the spectral content from the latter. Then, any unmixing
method assuming pure pixels—e.g., VCA—can be applied to
the collected data. The proposed method significantly out-
performs all the tested 2-stage approaches—which consist of
applying any demosaicing method to restore the original dat-
acube, and then of applying the same unmixing method as our
proposed approach—but also a specific joint unmixing and



demosaicing method that we previously proposed. In future
work, we aim to investigate the use of our proposed method
on real SSI data. We will also investigate its demosaicing
performance. We further aim to extend it to the case when the
FPfs are not constant over the sensor surface [18] and when
some endmember spectral variability is met in the acquisition
process.
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ABSTRACT
Random projections recently became popular tools to process big
data. When applied to Nonnegative Matrix Factorization (NMF),
it was shown that, in practice, with the same compression level,
structured random projections were more efficient than classical
strategies based on, e.g., Gaussian compression. However, as they
are data-dependent, they remain costly and might not fully benefit
from recent very fast random projection techniques. In this paper,
we thus investigate an alternative framework to structured random
projections—named random projection streams (RPS)—which (i)
are based on classical random compression strategies only—and are
thus data-independent—and (ii) can benefit from the above fast tech-
niques. We experimentally show that, under some mild conditions,
RPS allow the same NMF performance as structured random projec-
tion along iterations. We also show that even a CPU implementation
of Gaussian Compression Streams allows a faster convergence than
structured random projections when applied to weighted NMF.

Index Terms— Random projections, Big data, Nonnegative
Matrix Factorization, Weighted Nonnegative Matrix Factorization,
Compressive learning

1. INTRODUCTION

Dimension reduction techniques are the linchpin for solving prob-
lems involving high dimensional data. They can capture most of the
important features of the underlying high dimensional data while
providing the benefit of mapping onto a much lower dimensional
space, due to their computational intricacies and geometric proper-
ties. Among the numerous existing techniques, those based on ran-
domized linear algebra [1,2] were shown to be particularly efficient.

In particular, they were successfully combined with Nonneg-
ative Matrix Factorization (NMF) [3–8]—and its weighted exten-
sion [9]—under the name of compressive or compressed NMF. More
precisely, it was experimentally shown in [5] that structured ran-
dom compression—based on Randomized Power Iteration (RPI)—
was far more efficient than classical Gaussian Compression (GC)
when applied to NMF, for a similar compression level. Indeed, RPIs
enhance the low-rank structure of the data matrix, which is a major
assumption behind NMF, while GC is data-independent. However,
while several strategies have been proposed to speed-up GC—e.g.,
CountGauss [10] or specific hardware [11]—RPIs still suffer from a
high computational cost because of its data-dependent nature. This
analysis remains true when considering a stable extension of RPIs
named Randomized Subspace Iterations (RSIs) [1] that were com-
bined with NMF in [7]. In this paper, we propose a new paradigm
named Random Projection Streams (RPS) in which we assume the

F. Yahaya gratefully acknowledges the Région Hauts-de-France to partly
fund his Ph.D. fellowship. Experiments presented in this paper were carried
out using the CALCULCO computing platform, supported by SCoSI/ULCO.

data-independent random projection matrices to be of infinite size
and to be processed as streams where only a subset of the random
projection matrices are processed1. In practice, RPS allow a similar
performance as RPIs/RSIs under some mild conditions.

2. ANALYSIS OF COMPRESSED (WEIGHTED) NMF

2.1. Principles of Compressed NMF

NMF is a popular signal and image processing / machine learning
tool which was successfully applied to many fields, e.g., hyperspec-
tral unmixing [13], or environmental data processing [14]. NMF
consists of estimating two n × p and p × m nonnegative matrices
G and F , respectively, from a n × m nonnegative matrix X such
that [15, 16]

X ' G · F. (1)

While several cost functions and additive constraints have been pro-
posed to that end, in its basic form involving the Frobenius norm
||·||F , NMF usually consists of solving alternating subproblems, i.e.,

Ĝ = arg min
G≥0
||X −G · F ||F , (2)

F̂ = arg min
F≥0
||X −G · F ||F , (3)

When X is large, several strategies have been proposed to speed-up
the updates, e.g., distributed [17] or online [12] computations, fast
solvers [18], or randomized techniques [5].

Algorithm 1 Compressed NMF strategy.
Require: initial and compression matrices G, F , L, and R.

Define XL , L ·X and XR , X ·R
repeat

Define FR , F ·R
Solve (2) by resp. replacing X and F by XR and FR
Define GL , L ·G
Solve (3) by resp. replacing X and G by XL and GL

until a stopping criterion

Actually, several randomized strategies were proposed in the lit-
erature. In [3], the authors assumed that X is low-rank and can be
replaced by a product A · B which helps the NMF factors to be
cheaper to update, and which can be efficiently computed using ran-
domized SVD. In [4], the authors introduced the concept of dual
random compression described in Algorithm 1. The key idea con-
sists of noticing that compressing X by a projection on the left or

1RPS thus significantly differ from classical streaming data processing,
e.g., [12]. Indeed, the latter assumes to see a subset of the data matrix at each
iteration—i.e., the data to process evolve with time—while this not necessar-
ily the case for the former.



the right side still allows to estimate the full matrix F or G, respec-
tively. Compressing X on the left side (resp. right side) is done by
left-multiplying it by a (p+ν)×nmatrix L (resp. right-multiplying
it by am×(p+ν) matrixR), where ν is an oversampling parameter
such that p+ ν � min{n,m}. The difficulty then lies in designing
efficient matrices L and R: the authors in [4] used scaled Gaus-
sian realizations as tentative compression matrices, thus following
the general proof of the Johnson-Lidenstrauss Lemma (JLL) [19] on
which is built the theory of random projections. The authors in [5,6]
then found that adding some structure on the compression matri-
ces allows a much better NMF performance (with different tested
solvers). To that end, they used RPIs [1]. To compute L, RPIs read

L , QR
(

(XXT )q ·X · ΩL
)T

, (4)

where ΩL ∈ Rm×(p+ν) is a scaled Gaussian random matrix—with
ν set to a small value (e.g., ν = 10 in [5])—and q is a small in-
teger (e.g., q = 4 in [5]). L captures the range of the columns of
X . Indeed, when q = 0, L is an orthogonal matrix obtained by a
randomized QR decomposition of X . However, when X is a noisy
low-rank data matrix, its singular values may slowly decay and com-
puting (XXT )q with q > 0 allows to significantly increase their de-
cay, hence enforcing the low-rank structure of X . Combining NMF
with RPIs was further extended in [7] where the authors used RSIs,
i.e., a round-off-error stable alternative to RPIs [1]. Lastly, the au-
thors in [8] assumed to only observe XL. F and GL could then be
estimated from XL. Assuming the columns of G to be sparse w.r.t a
known dictionary, they could then be estimated from GL.

2.2. Analysis of Major Random Compression Techniques

At this stage, it should be noticed that computing random pro-
jections is costly. Indeed, deriving XL in Algorithm 1 requires
m(p+ ν)(2n− 1) operations. Several alternatives to GC have thus
been proposed. For example, (Very) Sparse Random Projections—
(V)SRPs—were proposed in [20] and [21], respectively. They
replace the Gaussian matrix by a random matrix containing three
possible values, i.e., in the case when the compression matrix is L,
each entry lij of L is defined as

lij =
√
s ·





1 with prob. 1/(2s),
0 with prob. (s− 1)/s,
−1 with prob. 1/(2s),

(5)

where s is set to s = 1, 3 [20] or s� 3 [21]. As most of the entries
of X are multiplied by zero when s ≥ 3 and as the product by

√
s

may be delayed, computing (V)SRP is much less expensive than GC
while being asymptotically equivalent to GC when the dimension of
the data is large [21]. However, to the best of our knowledge, these
projections techniques were never applied to NMF.

Another popular randomized dimension reduction technique is
named CountSketch [22]. Applied to design L in an NMF prob-
lem, it consists of generating a (p+ ν)× n matrix S with only one
randomly-chosen nonzero entry per row, whose value is either +1
or −1 with equal probability. The product S · X provides a sketch
of X which is inexpensive to compute. However, CountSketch re-
quires more samples than GC to reach the same approximation ac-
curacy. It was then combined with GC in [10]—under the name of
CountGauss—to leverage the CountSketch drawback while still be-
ing faster to compute than a standard Gaussian projection. In that
case, applied to NMF, the matrix L reads L = ΩL · S where ΩL
and S have dimensions of size (p+ ν)× (p+ µ) and (p+ µ)× n,
respectively, with µ ≥ ν and (p+ µ) ≤ n.

Another faster way to compute GC consists of using a dedicated
hardware, e.g., Optical Process Unit (OPU) [11]. OPUs optically
perform random projections, so that they can process very large
matrices in a very short time. Still, all these alternatives are data-
independent techniques and provide a similar performance to GC.
As a consequence, their use in NMF should be less accurate than us-
ing RPIs/RSIs which are—on the contrary to the above methods—
data-dependent compression techniques.

When RPIs are used in Compressed NMF, computing L in
Eq. (4) requires—using the Householder QR decomposition [23]—
(2q + 1)nm(p + ν) + 2n(p + ν)2 − 2/3(p + ν)3 operations. In
practice, the computation of (XXT )q in Eq. (4)—and of (XTX)q

to derive R in RPIs—are done in a loop. RSIs follow the same
procedure, except that they add intermediate QR decompositions.
As a consequence, both randomized methods are equivalent in
theory but RSIs are less sensitive to round-off errors [1] and
are more computational demanding. In particular—assuming the
use of the Householder QR decomposition—deriving L requires
(2q+1)nm(p+ν)+2(p+ν)2 ((q + 1)n+ qm)− 2

3
(2q+1)(p+ν)3

operations. It should be noticed that (V)SRPs, CountSketch, Count-
Gauss, or an OPU only allow to speed-up the computation ofX ·ΩL
and ΩR · X . If one aims to use these alternatives to GC in the
RPI/RSI computation, this has a limited impact on the global com-
putational cost of the latter. This motivates the need to propose new
paradigms for random projections.

2.3. Case of Random Projections Applied to Weighted NMF

Weighted NMF (WNMF) is an extension of NMF in which a specific
confidence measure is associated to each entry of X . WNMF thus
allows to process the case of missing entries in X . The weighted
extension of Eq. (1) then reads

W ◦X 'W ◦ (G · F ), (6)

whereW is the above matrix of weights and ◦ denotes the Hadamard
product. As for NMF, WNMF aims to alternatingly solve both
weighted extensions of Subproblems (2) and (3). WNMF is usu-
ally solved using one of the following strategies: (i) keeping W in
the update rules [24], (ii) using a stochastic gradient descend if W
is binary [25], or (iii) removing the Hadamard product in Eq. (6)
within an Expectation-Maximization (EM) technique [26]. The lat-
ter assumes the entries of W to be between2 0 and 1. Noticing that
the best estimate of the unknown entries of X are obtained from the
product G · F and denoting 1n,m as the n ×m matrix of ones, the
E-step consists of computing

Xcomp = W ◦X + (1n,m −W ) ◦ (G · F ). (7)

Then, one may apply any standard NMF update rules to Xcomp in
order to derive G and F in the M-step. Once NMF converged to
a given solution [26] or after a given number MaxOutIter of iterations
[27],Xcomp is updated in another E-step using the last estimates ofG
and F in Eq. (7). In practice, the EM strategy was shown to be well-
suited to fast NMF solvers such as Nesterov gradient [27]. In [9], we
proposed a compressed extension of WNMF which is based on the
same EM strategy [26] and which consists of applying Algorithm 1
at each M-step during MaxOutIter iterations.

It should be noticed that the above computational analysis of
Compressed NMF is slightly different in the weighted setting. In-
deed, as Xcomp is updated at each E-step, its compressed versions

2Such an assumption is not an issue, as it is possible to scale any non-null
matrix W so that its maximum value is 1.



Xcomp
L andXcomp

R must be regularly recomputed. Even worse, if RPIs
or RSIs are applied, the matrices L and R must also be reestimated,
which is particularly costly. This was shown to be the bottleneck of
the proposed technique in [9]. However, by choosing a large-enough
number MaxOutIter of iterations in the M-step, randomized WNMF
was shown to still outperform its uncompressed version.

3. RANDOM PROJECTION STREAMS

We now introduce our proposed RPS concept, that we firstly illus-
trate with GC, hence its name GC Stream (GCS). Let us first re-
call the JLL which states that [19] given 0 < ε < 1, a set X of
n points in Rm, and a number k > 8 log(n)/ε2, there is a linear
map f : Rm → Rk such that ∀u, v ∈ X , (1 − ε)‖u − v‖2 ≤
‖f(u) − f(v)‖2 ≤ (1 + ε)‖u − v‖2. Interestingly, the dimension
k of the low-dimensional space only depends on the number n of
points in the original high dimensional space and on a distortion pa-
rameter ε. Applied to NMF, the linear mapping f is a compression
matrix, i.e., L or R. In [5], the authors chose k , p + ν where ν
was set to a small value, i.e., ν = 10. This led to a poor NMF per-
formance. However, the JLL implies that by increasing k (or ν), we
can reduce the distortion parameter ε, as we less compress the data,
at the price of a reduced computation speed-up.

Our proposed strategy thus reads as follows. We assume that
ν is extremely large (or even infinite), so that L and R—which are
drawn according to a scaled Gaussian distribution in GC—cannot
fit in memory. We thus assume these matrices to be observed in a
streaming fashion, i.e., during an NMF iteration, we only observe
two (p+νi)×n andm× (p+νi) submatrices of L andR, denoted
L(i) and R(i), respectively. As a consequence, along the NMF iter-
ations, the updates of G and F are done using different compressed
matrices X(i)

R and X(i)
L , respectively. In practice, L(i) and R(i) are

updated every ω iterations, where ω is the user-defined number of
passes of the NMF algorithm using the same compression matri-
ces in the streams. Using such a simple framework, one can use
any of the data-independent random projection techniques described
in Subsect. 2.2—i.e., (V)SRPs, CountSketch, or CountGauss—to
derive their Streaming extension, hence their respective names or
(V)SRPS, CountSketchS, and CountGaussS.

RPS can also be applied to WNMF: in that case, we assume
to observe new compression submatrices L(i) and R(i) every ω E-
steps. This technique is also investigated in the next section.

Algorithm 2 Proposed compressed NMF strategy with RPS.
Require: initial matrices G, F , i = 0

repeat
Update i = i+ 1 and get L(i) and R(i)

Define X(i)
R , X ·R(i) and X(i)

L , L(i) ·X
for counter = 1 to ω do

Define F (i)
R , F ·R(i) and G(i)

L , L(i) ·G
Solve (2) by resp. replacing X and F by X(i)

R and F (i)
L

Solve (3) by resp. replacing X and G by X(i)
L and G(i)

L

end for
until a stopping criterion

4. EXPERIMENTS

We empirically validate the enhancement provided by our proposed
method for both NMF and WNMF. In both cases, we consider two

different NMF solvers, i.e., Active Set (AS-NMF) [28] and Nes-
terov gradient (NeNMF) [18]. Further, we consider two state-of-the-
art compression strategies—i.e., RSIs and GC—through which the
NMF performance is assessed when compared with our proposed
RPS and their vanilla (i.e., uncompressed) versions. In both experi-
mental settings, we consider 15 simulations where we draw random
nonnegative matrices Gtheo and F theo such that n = m = 10000 and
p = 5. As a consequence, their product X theo is a 10000 × 10000
rank-5 matrix. The performance criterion used in this paper is a Rel-
ative Reconstruction Error (RRE) defined as

RRE ,
∣∣∣
∣∣∣X theo −G · F

∣∣∣
∣∣∣
2

F
/
∣∣∣
∣∣∣X theo

∣∣∣
∣∣∣
2

F
. (8)

In each simulation, we consider the same random initialization for
each tested method. All the experiments are conducted using Matlab
R2018b on a computer equipped with 2.5 GHz Intel Xeon E5-2620.

4.1. Standard NMF

We firstly investigate the performance achieved by our proposed
GCS strategy when combined to NMF. Figure 1 provides the me-
dian performance reached by both AS-NMF and NeNMF when com-
bined with GCS for different values of the parameters used in Algo-
rithm 1, i.e., νi = 10, 50, 100, or 150, and ω = 1, 2, 5, 10, or
∞ (in the last case, GCS reduces to GC). These plots show sev-
eral interesting results. First of all, GC is not stable when combined
with AS-NMF or NeNMF: the RRE is not always decreasing along
iterations. This is particularly visible when νi = 10 and 100. How-
ever, the global NMF performance reached with GCS after 100 iter-
ations significantly decreases when νi increases. Such a result was
expected as GC follows the proof of the JLL. Then, GCS always out-
performs GC, even for high values of νi. When νi = 10, the plotted
RREs are not always decreasing along iterations, which means that
the methods are not always stable. However, this effect is reduced
(or cancelled) by increasing νi. Lastly, we can see that over all the
considered values of νi, setting ω to 1 appears to be a good trade-
off. A similar behavior—not shown for space consideration—was
also found with the other data-independent random projection tech-
niques considered in this paper.

Figure 2 shows the evolution of the median RREs with no com-
pression, RSIs, and RPS—i.e., GCS, CountSketchS, CountGaussS,
SRPS with s = 3—when ω = 1 and νi = 150. The RPS techniques
provide a similar or a better enhancement than the other strategies,
which shows the relevance of the proposed approach.

However, it should be emphasized that in these experiments, the
tested RPS implementations need more CPU time than RSIs—even
if SRPS seems faster than the other techniques—because of the too
high number of NMF iterations. Let us recall that such an issue
might be solved by efficient implementations or a specific hardware
dedicated to random projections [11].

4.2. Weighted NMF

We now investigate the enhancement provided by GCS in WNMF.
We consider 15 simulations with random 10000×10000 rank-5 ma-
trices X theo that we randomly sample with a sampling rate varying
from 10 to 90% with a step-size of 20%. As explained above, we
consider two solvers, i.e., AS-NMF and NeNMF that we eventually
combine with RSIs, GC, or GCS and that we compare with their
vanilla counterparts. However, as we showed above that GCS al-
lowed a similar or better enhancement than RSIs along NMF iter-
ations, we consider a slightly different experimental setting in this
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Fig. 1. NMF performance for different parameters of the GCS strategy.
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Fig. 2. NMF performance with respect to compression techniques.

subsection. Indeed and as in [9], we let the methods run during 60 s
and we only compute the final RREs obtained after this limit. This
setting is harder than above as we also take into consideration the
computational cost of each method. One key parameter to select in
the approach in [9] is the number MaxOutIter of iterations in the M-
step. We found in [9] that this value should be set to 50 and we keep
it in this paper. We also set the value of ω in GCS to ω = 1. Lastly,
we found in preliminary results that a high value of νi allowed a
better enhancement than a moderate one. As a consequence and for
the sake of readability on the plots, we only show the RREs reached
when ν (for GC) or νi (for GCS) are equal to 50, 100, or 150.

Figure 3 shows the RREs obtained in these different conditions.
First of all and as for standard NMF, (i) increasing ν for GC pro-
vides a better performance and (ii) GCS always outperforms GC.
However, the behaviour of GCS is different from the previous re-
sults. When the proportion of missing values in X is high, we find
in these experiments that the value of νi has a very limited influence
on the WNMF performance. However, when this proportion is low,
then a higher value of νi allows a better WNMF performance. In
particular, when νi = 100 or 150, the performance reached with
GCS is quite similar to the one reached with RSI (and even slightly
better when the missing value proportion is between 40% and 70%).
Let us recall that such results are obtained while GCS is computed
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Fig. 3. WNMF performance vs the missing value proportion.

with ω = 1, which is the most computational demanding scenario.
Still, GCS allows a similar performance as RSIs within a limited
amount of time. Moreover and as explained above, using another
RPS method should speed-up WNMF.

5. CONCLUSION

In this paper, we proposed an alternative to structured random pro-
jections which is only based on data-independent random projec-
tions. Our strategy is built on the Johnson-Lidenstrauss Lemma and
can be seen as a streamed random projection. RPS then allow a simi-
lar NMF or WNMF performance when compared to data-dependent
RPIs/RSIs. Even if its computational cost may remain expensive on
a CPU implementation—as compression matrices are updated each
ω iterations—RPS should significantly benefit from new strategies to
compute random projections—e.g., from specific hardwares—while
structured random projections techniques should not. This is what
we aim to investigate in the future, for compressed NMF and other
compressive learning methods. We will also extend these techniques
to an informed NMF framework in order to apply them to, e.g., air
quality monitoring [29] or mobile sensor calibration [30, 31].
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Abstract—In this paper, we consider the problem of blindly
calibrating a mobile sensor network—i.e., determining the gain
and the offset of each sensor—from heterogeneous observations
on a defined spatial area over time. For that purpose, we propose
to revisit blind sensor calibration as an informed Nonnegative
Matrix Factorization (NMF) problem with missing entries. In the
considered framework, one matrix factor contains the calibration
structure of the sensors—and especially the values of the sensed
phenomenon—while the other one contains the calibration pa-
rameters of the whole sensor network. The available information
is taken into account by using a specific parameterization of
the NMF problem. Moreover, we also consider additional NMF
constraints which can be independently taken into account, i.e.,
an approximate constraint over the mean calibration parameters
and a sparse approximation of the sensed phenomenon over a
known dictionary. The enhancement of our proposed approaches
is investigated through more than 5000 simulations and is shown
to be accurate for the considered application and to outperform a
multi-hop micro-calibration technique as well as a method based
on low-rank matrix completion and nonnegative least squares.

Index Terms—Nonnegative matrix factorization, mobile sensor
calibration, matrix completion, wireless sensor network, mobile
crowdsensing

I. INTRODUCTION

MOBILE crowdsensing appears to be a novel way
to get measurements from large-scale low-cost sen-

sor networks [1]–[3]. It consists of acquiring geolocated
and timestamped data aggregated by mobile devices—e.g.,
smartphones—from a crowd of volunteers along their daily
moves. Mobile crowdsensing is increasingly used in participa-
tory science—using the smartphone communication facilities
to connect to additional sensor devices—and some specific
challenges emerge. The first issue met with mobile crowdsens-
ing is the loss of privacy within the acquisition of geolocated
data. Such an issue has been well-studied in the literature
[4] and some solutions met in participatory science consist
of using a trusted intermediate server—located between the
mobile sensors and the recipient of the experiment—where
the collected data are processed and anonymized [5].

Among the other challenges inherent to mobile crowdsens-
ing, the sensor network calibration is a key step to make sense
of the collected data. A calibrated sensor allows recovering a
physical input y from the sensor output x. Calibrating a sensor
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consists of estimating some calibration parameters, provided
a sensor calibration model. Classical calibration models are
offset [6]–[8], gain [9], [10], gain/phase [11]–[13], gain/offset
[14]–[20], nonlinear [21]–[23], or multilinear [24]–[27] re-
sponse models. Such models can also be extended to deal with
sensor drifts [24]. In most cases, the calibration is performed
in a laboratory by inferring some known physical inputs to the
sensor outputs. When applied to a large-scale network—and in
particular with mobile crowdsensing where volunteers cannot
be requested to regularly go to a laboratory—the calibration
must be performed “on the fly” and some so-called blind or
self-calibration techniques were proposed to that end. The
latter can be classified into two categories, i.e., macro- and
micro-calibration. On the one hand, macro-calibration methods
aim to calibrate the whole sensor network in order to provide
consistent sensor readings [13]–[15], [19]–[22]. They usually
require strong assumptions such as the knowledge of the signal
subspace [14], [15], [19], [21], sparse assumptions [13], or a
long integration time [20], [22]. On the other hand, micro-
calibration methods aim to iteratively calibrate one unique
sensor from the network at a given time [6], [16], [28]. To
that end, they are usually exploiting measurements provided
by calibrated reference sensors and thus require the sensor
network to be dense enough to ensure cross-measurements
between sensors.

In this paper, we consider the above crowdsensing frame-
work with an intermediate server where all the collected
information is available before anonymization [5]. We revisit
the self-calibration of a mobile sensor network as an informed
matrix factorization problem, which may be seen as a macro-
calibration technique using micro-calibration assumptions. The
information provided in the factorization is due to both the
considered application—which provides a specific structure in
one of the factor matrices—and the fact that a few observed
data are obtained using calibrated sensors. As the matrix to
factorize is low rank and has missing entries, the calibration
problem meets some similarities with matrix completion [29],
[30] or collaborative filtering/recommender systems [31]. In
particular, we aim to calibrate environmental mobile sensors
providing nonnegative outputs (e.g., voltages) which are due
to nonnegative inputs (e.g., gas concentrations) linked to
the outputs through nonnegative calibration parameters. As
a consequence, the blind calibration problem can be tackled
by informed Nonnegative Matrix Factorization (NMF). We
propose to that end four informed NMF techniques which
were partially and preliminarily proposed in [17], [18]. In [17],
we were showing how to write the calibration problem in an
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informed NMF framework while we extended it in [18] by
adding some sparse assumptions in one column of one matrix
factor. In this paper, we extend our previous work as follows:
(i) we incorporate a novel information in the NMF, which can
be independently applied to [17] or [18], and (ii) we provide an
in-depth performance analysis of the proposed methods and we
compare it with one state-of-the-art method [16]. Moreover,
the proposed methods not only perform sensor calibration but
also allow to recover the sensed phenomenon. We investigate
such a reconstruction accuracy (in Appendix B of this paper),
which has not been done in our previous papers.

The remainder of the paper thus reads as follows: Section II
provides a taxonomy of the blind calibration techniques of
the literature. In Section III, we introduce the calibration
problem together with the definitions and assumptions that
we use in this paper. In Section IV, we propose four blind
calibration methods named "IN-cal", "ACIN-cal", "SpIN-cal",
and "SpAIN-cal", which are informed NMF techniques using
information such as the sensor response model, the known
average calibration parameter values or/and a sparse approx-
imation of the observed phenomenon, respectively. In Sec-
tion V, we investigate the performance of the above methods
and a comparison with a state-of-the-art micro-calibration
technique [16]. We conclude and discuss about future work in
Section VI while we provide the proof of some update rules
and investigate the estimation of the sensed field in Appendices
A and B, respectively.

II. RELATED WORK

Blind calibration for sensor networks gained a massive in-
terest for over a decade. Indeed, miscalibrated sensor readings
might result in biased scientific analyzes [32]. However, the
massive use of low-cost sensors in large-scale sensor networks
require the calibration to be regularly performed, thus making
in-laboratory regression-based techniques not applicable. As a
consequence, many "blind" or "self-calibration" techniques—
i.e., data-driven techniques—were proposed. They can be clas-
sified as macro- or micro-calibration techniques. The former
aim to calibrate the whole sensor network at once while
the micro-calibration approaches sequentially calibrate each
sensor.

Most macro-calibration techniques require some a priori
knowledge on the observed phenomenon:

1) Some classical approaches require the sensors to be
initially calibrated when deployed [14], [15], [19]. Dur-
ing this period, the network is assumed to learn the
low-rank subspace in which the sensed phenomenon
lies. When the sensors are not anymore calibrated—
because of the sensor drifts—the calibration consists of
a nullspace projection on the orthogonal subspace of the
previously learned one. These approaches are limited to
fixed and synchronized sensors, which we do not aim
to consider in this paper. Moreover, in environmental
monitoring, the phenomenon subspace might change
over the seasons, so that these approaches might not
be accurate except if the learning procedure is quite
often repeated, i.e., except if the sensors are manually
recalibrated in a laboratory.

2) Other classical techniques are based on moments [20]–
[22]. In these methods, some statistical properties of the
observed phenomenon are assumed to be known, e.g.,
the statistical distribution of the phenomenon, its mean,
or its standard deviation. The sensor parameters are then
estimated in order to match the known properties of the
physical phenomenon. However, such methods require a
long integration time in order to accurately estimate the
calibration parameters.

3) Lastly, some approaches are based on a graph rep-
resentation of the sensed phenomenon by sensors in
rendezvous.
Definition 1 ( [28]): A rendezvous is a temporal and
spatial vicinity between two sensors.
In these techniques, cross-measurements between sen-
sors in rendezvous are rewritten as a connexity graph
in which each node corresponds to a sensor, and each
edge between two nodes represents the distance between
the two associated sensors. The constructed graph then
emphasizes the relationships between the sensors. The
authors in [7] derive from this graph the Laplacian ma-
trix whose processing conducts to the sensor calibration.
This approach has been developed for estimating the
sensor drifts in mobile sensor networks. It is thus not
able to process affine sensor models that we consider in
this paper.

Most of micro-calibration techniques designed for mobile sen-
sor networks are exploiting the cross-measurements between
sensors and are then using the definition 1 of rendezvous.
Moreover, most micro-calibration techniques are also consid-
ering some reference measurements from calibrated sensors.
Micro-calibration methods able to process mobile sensor net-
works are mainly based on one of the following strategies:

1) Some techniques—e.g., [6]—are exploiting direct ren-
dezvous between mobile sensors and reference ones.
In these approaches, the calibration parameters of one
mobile sensor are directly estimated using the data col-
lected in rendezvous between this sensor and neighbour
references. The calibration technique is based on average
consensus between the uncalibrated measurements and
the reference ones. However, the proposed approach
in [6] is only able to estimate sensor offsets, which
is simpler than the affine sensor model considered in
this paper. Moreover, when the sensor network is not
dense, the average consensus technique needs to collect
data during a long time interval and the sensor offsets
to estimate might evolve with time. Such an idea was
extended in [8] where the authors combine a Bayesian
framework with Kalman filtering to correct the drift of
some low-cost sensors.

2) Other approaches [16], [28] use multi-hop connections
between mobile sensors and the reference measure-
ments. These methods consist of a sensor-by-sensor
calibration, following these three steps: (i) selecting
a mobile sensor to be calibrated, (ii) estimating its
parameters thanks to its measurements in rendezvous
with a reference, and (iii) considering this sensor as
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a reference one and repeating the calibration process.
This "multi-hop" calibration technique allows to relax
the rendezvous assumptions required by the above direct
calibration methods, as it only needs one sensor to
provide measurements in rendezvous with a reference.
The same idea was furtherly extended with sensor-drift-
aware calibration models [25], or privacy-preserving
techniques [33]. Moreover, cross-sentivitiy of low-cost
air quality sensors was investigated in several recent
papers, e.g., [26], [27] and a multi-hop calibration
method for such a model was proposed in [34]. However,
multi-hop calibration needs a dense sensor network with
numerous rendezvous which might be difficult to satisfy
in mobile crowdsensing configurations involving pedes-
trians for example. This idea was relaxed in [35] where
the authors assume the sensors to be k-hop calibratable,
i.e., for each uncalibrated sensor, there exists a k-hop
path to connect it to a reference sensor.

While using reference measurements to calibrate the
sensors—as in micro-calibration methods—is very useful in
practice, most micro-calibration methods need strong ren-
dezvous assumptions which might not be satisfied in some
specific mobile crowdsensing applications. The calibration
methods that we propose in the remainder of this paper thus
aim to relax the rendezvous constraints. Our contribution
might be seen as an extension of the work in [35], except
that we do not request a given k for k-hop calibratability. To
do so, we propose a novel macro-calibration formalism which
uses the above micro-calibration assumptions.

III. PROBLEM STATEMENT, DEFINITIONS AND
ASSUMPTIONS

In this paper, we aim to calibrate a network composed of m+
1 geolocalized and timestamped mobile sensors. We assume
that each sensor of the network provides a reading x linked to
an input phenomenon y through a calibration function F (.)
which is assumed to be affine, i.e.,

x ≈ F (y) ≈ f1 + f2 · y, (1)

where f1 and f2 are the unknown sensor parameters, i.e., its
offset and gain, respectively. Calibrating the sensor network
then consists of estimating the gain and the offset of each
sensor. To that end, our proposed methods are exploiting
the above rendezvous definition. A rendezvous is then char-
acterized by a spatial distance ∆d and a temporal duration
∆t . When two sensors are in rendezvous, the fluctuations
of the phenomenon between two locations closest than ∆d
during a time interval [t, t +∆t ) are negligible. However, both
highly depend on the sensed physical phenomenon [28]. As
an example, if one observe the variations of temperature and
of carbon monoxyde concentrations, the values of ∆d and ∆t
for the latter will be much lower than for the former [28].

Our calibration methods are also exploiting the following
scene definition.

Definition 2 ( [17]): A scene S is a discretized area observed
during a time interval [t, t +∆t ). The size of the spatial pixels
is set so that any couple of points inside the same pixel have
a distance below ∆d .

Sensor 1

Sensor 2

Sensor 3

Rendezvous

Scene S

stacking

Column

Observed matrix X

Sensors

Spatial
samples

Fig. 1. From a scene S (with n = 16 spatial samples, m+ 1 = 3 sensors and
2 rendezvous) to the data matrix X (white pixels mean no observed value).

As shown in Fig. 1, two sensors sharing the same location
of the scene are in rendezvous and should then be exposed to
the same physical input. However, defining a scene with an
appropriate distance ∆d might be quite complex and we will
see in this paper how to relax it.

Denoting xi, j as the output provided by Sensor j at Location
i of S, and assuming that each of the considered (m + 1)
sensors of the network has sensed the whole scene, we define
the n × (m + 1) data matrix X , [xi, j]i, j such that each of
its column contains the measurements of one sensor at each
location and each line contains the measurements of each
sensor at one location. The affine response model (1) then
yields

X ≈ G ·F, (2)

where

G =


1 y1
...

...
1 yn


and F =

[
f1,1 · · · f1,m+1
f2,1 · · · f2,m+1

]
, (3)

where ∀ j = 1, . . . ,m + 1, f1, j and f2, j are the unknown
offset and gain associated with the j-th sensor, respectively.
Both factor matrices G and F thus contain the calibration
model structure—hence the column of ones in G to handle
the offset in the calibration function of the sensors—and the
calibration parameters, respectively. Calibrating the network
using factorization then consists of estimating the matrices G
and F which provide the best low-rank estimation of X , while
keeping the constrained structure in G.

In practical crowdsensing campaigns, the mobile sensors are
usually unconstrained in their movements—as they are carried
by a crowd of volunteers—and thus sparsely sense the scene.
If Location i has been sensed by Sensor j then (1) is verified,
otherwise the data point is unavailable, i.e., xi, j is unknown.
Denoting ΩX the domain where X is observed and PΩX ( · )
the sampling operator of X , the considered calibration problem
able to handle missing values reads

{G̃, F̃} = arg min
G,F

1
2
· ����PΩX (X − G ·F)����2F ,

s.t. g1 = 1[n×1],

(4)

where g1 is the first column of G, 1[n×1] is a column vector
of ones, and | | · | |F stands for the Frobenius norm. Please
note that (4) without the constraint on g1 is the formulation
of matrix factorization for the low-rank matrix completion
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problem [29]. In practice, the latter can be solved using
a weighted matrix factorization technique for example. The
weighted extension of (4) then reads

{G̃, F̃} = arg min
G,F

1
2
· | |W ◦ (X − G ·F) | |2F ,

s.t. g1 = 1[n×1],

(5)

where ◦ is the Hadamard product, and W , (wi, j )i, j is a
properly chosen weight matrix, e.g.,

wi, j =

{
ρ j if xi, j is observed,
0 otherwise. (6)

The weight ρ j can be chosen proportional to the confidence
in the accuracy of Sensor j. If all the sensors share the
same confidence, one can set ρ j = 1, i.e., we set W to
a binary matrix. At this stage, we thus show that blindly
calibrating a sensor network may be seen as a specific matrix
factorization and completion problem, for which we consider
some additional assumptions hereafter.

As X only contains sensor outputs—which are usually
voltages—it is a nonnegative matrix. Moreover, in our con-
sidered application where we aim to calibrate some envi-
ronmental sensors, the vector y , [y1, . . . , yn]T corresponds
to a nonnegative physical phenomenon, e.g., a mass, a pro-
portion (gas, dust, humidity), or a temperature (which can
be expressed in Kelvin degree). As a consequence, G is
also nonnegative. Lastly, many environmental sensors with
affine response model—e.g., [36] for temperature/humidity
or [37] for particulate matter concentration—get nonnegative
calibration parameters and F can also be assumed to be
nonnegative1. At this stage, the calibration problem can then
be tackled within the scope of informed NMF, i.e.,

{G̃, F̃} = arg min
G,F≥0

1
2
· | |W ◦ (X − G ·F) | |2F ,

s.t. g1 = 1[n×1].

(7)

Lastly, large-scale networks composed of low-cost sensors
are usually deployed in order to reinforce existing networks
composed of few highly accurate calibrated sensors. Indeed,
fusing the large amount of data provided by the low-cost
sensors with a few accurate measurements may enhance the
spatial sampling of the observed phenomenon—due to the
dense deployment of the low-cost sensors over a large area—
while keeping the good accuracy of the precise measurements
[38]. In air quality monitoring, the measurements collected
by low-cost sensors can be melt with accurate measurements
provided by authoritative air quality monitoring stations for
example. Such accurate sensor readings directly provide a fine
estimation—considered as ground truth—of the physical phe-
nomenon y at the sensed locations. These punctually known
values of the physical phenomenon can then be modelled
as the measurements provided by one unique sensor—say

1Please note that if F has no sign constraint, blind calibration can be
revisited as a semi-NMF problem [23].

the (m + 1)-th one—with gain and offset equal to 1 and 0,
respectively. Taking such an information into (7) leads to

{G̃, F̃} = arg min
G,F≥0

1
2
· | |W ◦ (X − G ·F) | |2F ,

s.t. g1 = 1[n×1],

gi,2 = xi,m+1 ∀i ∈ I,
fm+1 =

[
0
1

]
,

(8)

where I is the subset of locations that have been sensed by
the reference sensors, gi,2 is the i-th element of second column
of G and fm+1 is the (m + 1)-th column of F. Equation (8)
shows that mobile sensor calibration can be tackled by solving
a special NMF problem which (i) uses a specific structure
of the matrix factors and (ii) is able to handle missing data.
Let us stress that contrary to other NMF applications such
as source separation, we cannot afford to estimate F up to
a scale indeterminacy. Indeed, such an indeterminacy yields
relative calibration—allowing the consistency of the sensor
readings only—but not the full sensor calibration. Moreover,
(8) can be solved if the available data points in X are “diverse”
enough and in “sufficient quantities”. As an extreme example,
let us imagine that the sensed phenomenon is constant over
the whole scene. Then, the columns of X are constant and
the estimation of G and F is not possible, even if all the
data points are available in X . As a consequence and as
for any latent variable analysis technique, we need some
diversity in the data points in order to perform the factor-
ization. Similarly, let us assume that one sensor only senses
once the observed phenomenon. Consequently, we cannot
estimate the corresponding column of F without additional
assumptions. Moreover, let us assume that the sensor network
may be decomposed into two disjoint sets which do not share
any sensor rendezvous between both groups. Then, one can
perform the full calibration of the set which has rendezvous
with authoritative sensors but only some relative calibration
for the sensors of the other group. Even if such assumptions
seem quite strong, they are actually also needed by the state-
of-the-art methods discussed in Section II.

Lastly, please note that calibrating a sensor network does
not require G to be fully recovered. Indeed, the calibration
parameters are only contained in F. This means that we
can afford some lines of X without any available entry,
provided the above assumptions in terms of matrix sampling
and diversity are met. Such a scenario implies that G cannot
be fully recovered while F can. We discuss the quality of
estimation of G in Appendix B.

IV. PROPOSED CALIBRATION METHODS

NMF finds applications in many domains such as blind
source separation [39], low-rank matrix completion [30], [40],
recommendation system/collaborative filtering [41], classifi-
cation/clustering [42], or dictionary learning [43]. It is also
increasingly used in environmental monitoring [44]. It thus has
been widely studied and many methods have been proposed
to perform it [45]. Some extensions also include weights [46]
and/or known entries in the factor matrices [47], or use some
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parametric cost functions [48]. However, to the best of the
authors’ knowledge, using NMF as a blind calibration method
has never been investigated before. In this paper, we thus
propose several NMF-based calibration methods which take
into account the above constraints to calibrate a mobile sensor
network.

A. A natural technique based on the low-rankness of X

We here propose a natural approach to solve blind calibra-
tion, based on the low-rankness of X . Let us first assume that
X is complete. According to (8), the last columns of X and
G are equal. As a consequence, F can be derived from X and
G, by nonnegative least squares for example. However, since
many entries of X may be missing, the above approach cannot
be applied directly. As a first stage, the missing values in X
must be estimated. As X is low-rank, the imputation of its
missing entries using low-rank matrix completion techniques
provides a matrix denoted Xcomp which reads

Xcomp = arg min
X̃

rank(X̃ ) s.t. PΩX

(
X̃

)
= PΩX (X ) , (9)

where PΩX ( · ) is the sampling operator of X . As such a
problem is NP-hard, it may be relaxed as

Xcomp = arg min
X̃

������X̃ ������∗ s.t. PΩX

(
X̃

)
= PΩX (X ) , (10)

where | | · | |∗ denotes the nuclear norm, i.e., a convex criterion
which enforces low-rankness of a matrix [49]. In practice,
many methods have been proposed to solve (10), e.g., trun-
cated SVD [49], [50]. However, by construction, X is known
to be rank-2 since it can be written as the product of two
nonnegative matrices, as shown in (2). Equation (9) can thus
be solved by Nonnegative Matrix Factorization/Completion
(NMF/C) methods [30], [40], [41] which consist of solving2

{ Ã, S̃} = arg min
A,S≥0

����PΩX (X − A · S)����F . (11)

using an Alternating Direction Method (ADM) [40], multi-
plicative updates [41], or a Nesterov gradient technique [30],
respectively3. The product of the estimated matrices Ã · S̃ then
provides an estimation Xcomp of the completed version of
X which satisfies both the known rank and the nonnegative
decomposition of X .

To summarize, a natural approach to perform blind calibra-
tion consists of

1) Estimating Xcomp using a low-rank matrix completion
technique, e.g., based on truncated SVD [50] or NMF/C
[40].

2) Constructing G̃ as

G̃ ,
[
1[n×1] , xcomp

m+1

]
, (12)

where xcomp
m+1 is the (m+ 1)-th column—i.e., the last—of

Xcomp which corresponds to reference measurements.

2It should be noticed that (11) is not similar to the considered calibration
problem. Indeed, as in blind source separation, A (respectively S) can be
equal to G (respectively F) up to a permutation and a scale ambiguity.

3The initialization of such methods within the framework of the considered
paper is described in Section IV-E.

3) Estimating F̃ using nonnegative least squares by solving

F̃ = arg min
F≥0

������Xcomp − G̃ ·F ������F . (13)

Despite its nice properties, this approach—using [50] in
the completion stage—was shown not to provide a good
performance in our preliminary work [17], [18]. Indeed, its
enhancement is subject to the completion accuracy in the
very first stage. Using NMF/C techniques slightly improves
its calibration abilities but the whole approach does not reach
the performance of the methods proposed below.

B. Informed NMF for Sensor Calibration
In order to include the whole constraints into a new in-

formed NMF method, we reformulate the optimization prob-
lem (8) by using the parameterization proposed in [47]. The
latter consists of decomposing both the matrices G and F
into the sum of their free parts—corresponding to the elements
which are not subject to any constraint—and their known parts
containing the fixed known values in each matrix, i.e.,

G = ΩG ◦ΦG + Ω̄G ◦ ∆G, (14)

and
F = ΩF ◦ΦF + Ω̄F ◦ ∆F, (15)

where
• ΩG and ΩF (respectively Ω̄G and Ω̄F ) are the binary ma-

trices informing the locations of the known (respectively
unknown) values in G and F, respectively,

• ΦG and ΦF contain the constrained values in G and F,
respectively,

• and ∆G and ∆F contain the unknown values in G and F,
respectively.

The binary masks ΩG , Ω̄G , ΩF , and Ω̄F are deployed in order
to ensure the null intersection of the known and free parts of
each matrix, i.e., ΩG ◦ Ω̄G = 0 and ΩF ◦ Ω̄F = 0 [47].

Using Paramerizations (14) and (15), the optimization prob-
lem (8) then reads

{G̃, F̃} = arg min
G,F≥0

1
2
· | |W ◦ (X − G ·F) | |2F ,

s.t. G = ΩG ◦ΦG + Ω̄G ◦ ∆G,
F = ΩF ◦ΦF + Ω̄F ◦ ∆F .

(16)

As (16) is non-convex with respect to both G and F, one
classical strategy consists of splitting it into the following sub-
problems

G̃ = arg min
G≥0

1
2
· | |W ◦ (X − G ·F) | |2F ,

s.t. G = ΩG ◦ΦG + Ω̄G ◦ ∆G,
(17)

and

F̃ = arg min
F≥0

1
2
· | |W ◦ (X − G ·F) | |2F ,

s.t. F = ΩF ◦ΦF + Ω̄F ◦ ∆F,
(18)

that we aim to alternatingly and iteratively solve. For the
update of F, the authors in [47] proposed the following
multiplicative update rule

F ← ΩF◦ΦF+Ω̄F◦∆F◦
[
GT · (W ◦ (X − G ·ΦF )+)

GT · (W ◦ (G ·∆F ))

]
, (19)
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where the superscript + denotes the function defined as (z)+ ,
max(ε, z), where ε is a small user-defined threshold. One can
note that if F has no constrained part—i.e., if ΩF is null and
if Ω̄F = 1[2×m+1]—then the whole matrix F is equal to its free
part ∆F . The multiplicative update rule (19) is then equivalent
to the weighted version [46] of the well-known Lee and Seung
multiplicative update rule [51].

Similarly to F, we derive the update rules associated to (17)
as

G ← ΩG ◦ΦG + Ω̄G ◦ ∆G ◦
[

(W ◦ (X −ΦG ·F)+) ·FT

(W ◦ (∆G ·F)) ·FT

]
.

(20)
One can note that in matrix factorization, a scale ambi-

guity between G and F is usually observed. It is classically
solved by normalizing the lines of F or the columns of G.
However, in the calibration framework that we consider in
this paper, we aim to exactly recover the lines of F (and
the columns of G). As a consequence, we can not arbitrarily
normalize them. In our proposed calibration method, the scale
ambiguity is actually tackled thanks to the calibrated sensor
readings in X . The constrained column in F then scales
the whole factorization problem as long as there are enough
rendezvous into the data matrix X to link each mobile sensor—
possibly using a path between them—to at least two distinct
reference measurements4. If there are not enough reference
measurements and/or not enough rendezvous between mo-
bile sensors to be calibrated and references ones, then the
above Informed NMF-based calibration method—denoted IN-
cal below—performs the relative calibration of the network,
i.e., sensors are consistent but a scale ambiguity remains. The
IN-cal algorithm is summarized in Algorithm 1.

Algorithm 1 Informed NMF-based calibration (IN-cal)

Require: G(0) , F (0)

for iter = 1 to ITERMAX do
Updating G using (20)
Updating F using (19)

end for

C. Average-constrained extension of IN-cal

Most sensor manufacturers provide average calibration pa-
rameters associated with their sensors. While being useful,
this information is not used in the above IN-cal method.
Moreover, it allows regularizing the calibration problem if the
data sampling requirements are not satisfied for some sensors,
i.e., if they do not have enough rendezvous, or if no reference
sensor readings are available. Lastly, it should be noticed that
such an information has been used in [13] for a compressed-
sensing calibration problem, or in [7], [20] for moment-based
mobile sensor calibration methods. However, we use it in a
slightly different way, as we explain hereafter.

4Please note that the scale ambiguity can be solved if the number of distinct
sensed entries in the last column of X is at least equal to the rank of X , which
is 2 in this paper. When the rank of X is higher—as met in, e.g., [23] for
blindly calibrating a sensor with a polynomial model—this number increases
as well.

In the affine response model that we are considering in this
paper, the average calibration parameters are provided by the
sensor manufacturers as a mean offset f̄1 and a mean gain
f̄2. In practice, these values are approximately equal to the
average calibration parameters to be estimated, i.e.,

1
m
·

m∑

i=1
f1,i ≈ f̄1 and

1
m
·

m∑

i=1
f2,i ≈ f̄2 . (21)

By defining f̄ ,
[

f̄1, f̄2
]T

, (21) then reads

1
m
·F ·

[
1[m×1]

0

]
≈ f̄ , (22)

where
[
1[m×1]

0

]
is the (m + 1) × 1 column vector composed

of a m × 1 column of ones concatenated with a single zero,
in order not to include the last column of F to the mean
computation. One can note that by using the parameterization
(15)—and by noticing that the last column of Ω̄F is null—this
approximation reads

1
m
·
(
Ω̄F ◦ F

)
· 1[(m+1)×1] ≈ f̄ , (23)

which can then be included into our previous calibration
approach. Indeed, it appears as an extra-penalization term in
(16), i.e.,

{G̃, F̃} = arg min
G,F≥0

1
2
· | |W ◦ (X − G ·F) | |2F

+
µ

2
·

�����
�����
1
m
·
(
Ω̄F ◦ F

)
· 1[(m+1)×1] − f̄

�����
�����
2

F
,

s.t. G = ΩG ◦ΦG + Ω̄G ◦ ∆G,
F = ΩF ◦ΦF + Ω̄F ◦ ∆F,

(24)

where µ is a user-defined weight. As for IN-cal, (24) may be
decomposed into two sub-problems. Actually, the sub-problem
in G is the same as IN-cal and (20) still applies. However, the
average constraint affects the sub-problem relative to F, i.e.,

F̃ = arg min
F≥0

1
2
| |W ◦ (X − G ·F) | |2F

+
µ

2
·

�����
�����
1
m
·
(
Ω̄F ◦ F

)
· 1[(m+1)×1] − f̄

�����
�����
2

F
,

s.t. F = ΩF ◦ΦF + Ω̄F ◦ ∆F .

(25)

It should be noticed that normalizing the rows of F is classical
in matrix factorization and is usually performed after each
update of F [42] or within the optimization problem [52].
Informed NMF with normalization was also investigated in
[53], [54]. However, such a normalization implies rows of
F to be exactly equal to the chosen means, which may lead
to calibration errors in the case of an inexact knowledge of
the mean parameters in the considered application. Such an
estimation error is also a limitation of any blind calibration
technique without reference sensors used as ground truth, e.g.,
[13]. By considering the norm constraint as a penalization
term such as (25), one can thus change the penalization
weight depending whether or not the sampling and diversity
assumptions in X are satisfied to ensure calibration with the
above IN-cal method.



JOURNAL OF LATEX CLASS FILES, VOL. 14, NO. 8, AUGUST 2015 7

We derive in Appendix A the multiplicative update rule from
(25), which reads

F̃ ← ΩF ◦ΦF + Ω̄F ◦ ∆F ◦ B, (26)

where

B =
Ω̄F ◦(GT (W 2◦XF ))+ µ

m · diag(f̄) · Ω̄F

Ω̄F ◦(GT (W ◦2◦(G · (Ω̄F ◦∆F ))))+ µ

m2 · diag((Ω̄F ◦∆F ) · 1[(m+1)×1]) · Ω̄F
.

(27)
Equations (26) and (27) take into account the Average Con-
straint in IN-cal, hence the name denoted ACIN-cal of this
extension in the remainder of the paper. Its structure is
summarized in Algorithm 2.

Algorithm 2 Average-Constrained extension of IN-cal (ACIN-
cal)

Require: G(0) , F (0) , f̄, µ
for iter = 1 to ITERMAX do

Updating G using (20)
Updating F using (26) and (27)

end for

D. Sparsity-constrained extension of IN-cal

In order to provide a good performance, the IN-cal method
needs enough rendezvous between sensors, which is not nec-
essarily satisfied in practice. Moreover, properly discretizing
the scene S may be an issue, even for an expert.

In this section, we thus propose to regularize the IN-cal
method by including one more constraint on the physical
input phenomenon y, i.e., the second column of G. Indeed,
we assume that y allows a sparse decomposition according to
a known dictionary D, i.e.,

∃ a ∈ Sp(Rp), s.t. y ≈ D · a, (28)

where p is the number of atoms in D and Sp(Rp) denotes
the space of sparse vectors from Rp , i.e., Sp(Rp) , {u ∈
Rp , s.t. | |u| |0 � p}, where | |u| |0 stands for the number
of non-zeros elements in u. This extra-constraint then leads
to a new Sparsity-constrained extension of IN-cal, denoted
SpIN-cal. In environment monitoring, the dictionary D can be
learned from realizations of a physical model—e.g., a Gaus-
sian plume diffusion model [55]—which provides patterns
of the observed signal y. The sparse decomposition of the
observed phenomenon according to the dictionary means that
the observed physical phenomenon has to be a combination
of a few of these known patterns.

Including the constraint (28) into the factorization prob-
lem (16) leads to a novel problem with a third unknown, i.e,

{G̃, F̃, a} = arg min
G≥0,F≥0,a

1
2
· | |W ◦ (X − G ·F) | |2F ,

+
λ

2
· | |g2 − D · a| |2F ,

s.t. G = ΩG ◦ΦG + Ω̄G ◦ ∆G,
F = ΩF ◦ΦF + Ω̄F ◦ ∆F,
| |a| |0 � p,

(29)

where λ is the positive parameter which controls the strength
of the sparsity of the contribution vector a. This problem
differs from classical sparse NMF [56]–[59] which consists
of estimating a sparse matrix factor. On the contrary, we here
look for a dense matrix with a sparse decomposition, which
meets some similarities with [60]. As for the IN-cal and ACIN-
cal optimization problems, the cost function in (29) is non-
convex with respect to G, F, and a. Moreover, as the sparse
decomposition constraint in (29) only influences the update of
G, the subproblems that we have to care about read

G̃ = arg min
G

1
2
· | |W ◦ (X − G ·F) | |2F +

λ

2
· | |g2 − D · a| |2F ,

s.t. G = ΩG ◦ΦG + Ω̄G ◦ ∆G,
(30)

and

ã = arg min
a

λ

2
· | |g2 − D · a| |F s.t. | |a| |0 � p. (31)

One can note that the update rule (19) still applies here, as
the sparsity constraint does not impact F. Noticing that

g2 = G · [0, 1]T , (32)

the penalization term in (30) can be rewritten as

λ

2
· | |g2 − D · a| |2F =

1
2
· ������(√λ · 1[n×1]

)
◦

(
D · a − G · [0, 1]T

) ������2F .
(33)

By defining

W ,
[
W,
√
λ · 1[n×1]

]
, X , [X,D · a] , and F ,

[
F,

(
0
1

)]
,

(34)
it is straightforward to show that

1
2
· | |W ◦ (X − G · F ) | |2F

=
1
2
· | |W ◦ (X − G ·F) | |2F +

λ

2
· | |g2 − D · a| |2F ,

(35)

and the optimization problem (30) then reads

G̃ ≈ arg min
G≥0

1
2
· | |W ◦ (X − G · F ) | |2F ,

s.t. G = ΩG ◦ΦG + Ω̄G ◦ ∆G .
(36)

The update rule (20) thus applies by replacing W , X , and F
by W , X, and F , respectively.

Lastly, for the update of a, the optimization problem (31)
provides a sparse approximation of g2 and can be tackled in
several ways. As is, Problem (31) is NP-hard and one can
consider its convex relaxation instead, i.e.,

a = arg min
ã
| |g2 − D · ã| |2F + ν · | |ã| |1 , (37)

where ν is a user-defined threshold balancing the sparsity level.
The above equation is the exact formulation of the LASSO—
or equivalently Basis Pursuit Denoising—problem which has
been extensively investigated since [61] and for which many
algorithms may be found in the literature [58]. However, the
LASSO algorithms are usually sensitive to the choice of ν that
must be carefully set [58]. As an alternative, such a problem
can also be tackled using greedy algorithms like Orthogonal
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Matching Pursuit (OMP) [62] for example. OMP iteratively
incorporates atoms into the sparse decomposition up to a
maximum number q of selected atoms (with q � p) or a
given approximation error. Since we found OMP to provide
a good performance in preliminary tests, we stick with this
method in this paper but SpIN-cal might use a more recent
sparse approximation technique if needed.

One main interest of SpIN-cal is that it relaxes the ren-
dezvous requirement needed in IN-cal and ACIN-cal. Indeed,
by using the dictionary, sensors are in virtual rendezvous
as long as they share the same atom support. The exact
rendezvous assumption in IN-cal can thus be relaxed provided
some virtual rendezvous still exist. This implies that the
Scene discretization can be refined—i.e., ∆d can be set to a
smaller value—without affecting the calibration enhancement.
Moreover, we noticed in our preliminary work [18] that SpIN-
cal needed much less iterations than IN-cal to converge. The
structure of SpIN-cal may be summarized in Algorithm 3.

Algorithm 3 Sparsity constrained extension of IN-cal (SpIN-
cal)

Require: G(0) , F (0) , D, λ
for iter = 1 to ITERMAX do

Estimating a using OMP [62] to solve (31)
Constructing W , X, and F defined in (34)
Updating G using (20) with W , X, and F instead of W ,
X , and F, respectively
Updating F using (19)

end for

Please note that, as SpIN-cal and ACIN-cal extend IN-
cal by adding extra-information in G and F, respectively, it
is straightforward to derive an extension of IN-cal, denoted
SpAIN-cal, which combines the sparse assumption on G and
the average constraint on F, as shown in Algorithm 4.

Algorithm 4 Sparsity and Average constrained extension of
IN-cal (SpAIN-cal)

Require: G(0) , F (0) , D, λ, f̄, µ
for iter = 1 to ITERMAX do

Estimating a using OMP [62] to solve (31)
Constructing W , X, and F defined in (34)
Updating G using (20) with W , X, and F instead of W ,
X , and F, respectively
Updating F using Eqs. (26) and (27)

end for

In the remainder of this paper, we investigate the perfor-
mance of the low-rank-based approach using NMF/C [40], and
of the IN-cal, ACIN-cal, and SpIN-cal methods with respect
to different parameter values.

E. Discussion

In this subsection, we discuss some potential issues met with
the above methods. First of all, it should be noticed that these
approaches require the matrices G and F to be initialized in
order to perform the updates. NMF initialization is known to

be tricky, and classical strategies consist of a random initial-
ization while some authors propose an initialization provided
by experts [47], the output of another factorization method
[63], or of a physical model [64]. In our previous work [17],
[18], we used the natural method proposed in Section IV-A
as the input of the proposed IN-cal and SpIN-cal methods,
respectively. The low-rank completion stage was using the
method proposed in [50]. Unfortunately, such an initialization
was time consuming and we replaced the truncated SVD-
based completion [50] by NMF/C [40]. However, as any NMF
technique, NMF/C must be initialized. This is done as follows:
we randomly initialize F around the theoretical values of the
calibration parameters f̄ while we initialize G as follows. Its
first column only contains some ones while the second column
g2 is randomly generated. The eventual negative entries of both
matrices G and F are then projected to a small non-negative
threshold, in order to ensure the nonnegativity of the whole
matrices. The outputs of NMF/C with such an initialization
were then used to initialize the proposed informed NMF-based
calibration methods. We finally noticed in some preliminary
tests that initializing the latter with the above random strategy
provided the same performance than using the output of the
natural calibration method using NMF/C. As a consequence,
in this paper, we stick with the above random initialization
strategy for the blind calibration techniques proposed in this
paper.

Another issue is the presence of the user-defined thresholds
λ and µ in the proposed ACIN-cal, SpIN-cal, and SpAIN-cal
methods. Indeed, the calibration performance of these methods
might be linked to the choice of the values of such parameters.
Even if we investigate their influence on the enhancement
of the proposed methods in Section V, their optimization
is out of the scope of the paper. However, we here discuss
some strategies possibly well-suited to that purpose. A first
technique might consist of (i) deriving multiple factor matrices
with different values of µ and λ, and (ii) providing actual
solutions using late fusion, e.g., clustering the outputs of
the multiple runs. Late fusion is classically met with source
separation [65] or multiple source localization [66], when the
same parameters are estimated several times. However, such
a strategy may degrade the calibration performance if some
of the tested values of the user-defined thresholds yield poor
estimates of F. As an alternative, one can notice that the
different terms of the cost functions in Eqs. (25) and (29) might
not be simultaneously optimized. As a consequence, no unique
solution might exist to solve them and one might consider
multi-objective optimization techniques to find the set of the
best parameter values (in the sense of a Pareto front) instead
[67]. Combining multi-objective optimization with NMF was
recently proposed in [68], [69] and similar strategies might be
used with the proposed techniques as well.

V. EXPERIMENTAL VALIDATION

In this section, we investigate the performance of the
proposed calibration methods. For that purpose, we simulate
a crowdsensing-like particulate matter sensing during a time
interval [t, t + ∆t ), which satisfies the assumptions in Sec-
tion III. The scene S is a 10 × 10 discretized area—as shown
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Fig. 2. (a) The 10 × 10 simulated scene S (pollution field); (b) (top) the
vectorized scene y, (bottom) three vectorized sensor readings of y; (c-d):
simulated dataset with 25 mobile sensor and 4 reference measurements (in
the last column of X ) with (c) ρMV = 0.8 and ρRV = 0.9; (d) ρMV = 0.1 and
ρRV = 0.1.

in Fig. 2(a)—which is observed by m + 1 = 26 sensors, i.e.,
m = 25 uncalibrated and mobile dust sensors [37] connected
to mobile devices and one calibrated, high quality, and mobile
sensor5.

Once the scene is unfolded, y is a vector of length n = 100.
The observed concentrations in y range between 0 and 0.5
mg/m3, for which the sensor response is assumed to be affine
[37]. For each uncalibrated sensor, each observed data point
represents a nonnegative voltage linked to the corresponding
ground truth point in y according to (1). In particular, follow-
ing the datasheet in [37], the offset and gain coefficients are
randomly set according to a Gaussian distribution centered
around f̄1 = 0.9 V and f̄2 = 5 V/(mg/m3), respectively,
and then projected onto their respective interval of admissible
values—provided by the manufacturer [37]—i.e., 0 < f1, j <
1.5 and 3.5 < f2, j < 6.5, ∀ j = 1, . . . ,m. We then get a
26×100 theoretical observation matrix for which we randomly
keep k + l samples in X only, where k (respectively, l) is
the number of calibrated (respectively, uncalibrated) sensor
samples—with k � l—hence providing the irregular spatial
sampling over the scene. Moveover, we remove data in X
so that each uncalibrated sensor is in rendezvous at most
once with the reference sensor, which is a difficult scenario
as discussed in Section V-B. Indeed, the performance of the
proposed blind calibration methods not only depends on the
number of sensed values in X but also on the number of
rendezvous between uncalibrated and calibrated sensors. We
denote ρMV and ρRV the proportions of missing values in X ,

5Actually and as discussed above, we get k fixed, calibrated, and accurate
sensors whose obtained values are modeled as those of the (m+ 1)-th sensor
in the mobile sensor calibration problem.
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Fig. 3. Calibration success proportion with respect to the rendezvous
proportion and the missing value proportion, blue color means no efficient
calibration within the trials while red means perfect calibration for all trials.
(a) Natural approach, (b) IN-cal, (c) ACIN-cal, and (d) SpIN-cal.

and of rendezvous between the uncalibrated sensors and the
calibrated one, respectively. The resulting partially observed
matrix X can then be plotted, according to the values of these
parameters, as shown in Figs. 2(c) and 2(d) for example.
Moreover, Gaussian noise realizations may be added to the
observed uncalibrated sensor data and the weight coefficients
ρ j defined in (6) are set to ρ j = 1. Lastly, we construct
a dictionary D with p = 62 atoms, such that S can be
decomposed using only q = 2 atoms of D, i.e., y is 2-sparse.

Let us stress that in all the tests performed in this paper, we
use the same fixed scene S. However, for each value of each
tested parameter, i.e., the simulation of the sensor calibration
parameters, the proportions ρMV and ρRV, and the input signal-
to-noise ratio (SNR), we repeat 40 times the experiment for
the sake of statistical significance. Moreover, except when we
provide another criterion, the calibration accuracy is measured
using the root mean-square error between the m estimated f̃ 2, j
and actual f2, j uncalibrated gains6, i.e.,

RMSE(f2, f̃2) =

√√√√√ m∑
j=1

( f2, j − f̃ 2, j )2

m
. (38)

A. Global performance of the proposed methods

In this subsection, we aim to characterize the enhancement
provided by the proposed calibration methods, i.e., the “nat-
ural” approach based on the low-rankness of X using the
NMF/C method to perform the completion of X , and the IN-
cal, ACIN-cal, and SpIN-cal methods.

In a first series of tests, we make ρMV and ρRV vary
from 0% to 95%, and from 0% to 90%, respectively. For
each pair of parameters (ρMV; ρRV), we generate 40 simu-
lations for which we run the above methods during 5 · 105

6RMSEs computed over the estimated offsets, not plotted in the paper for
space considerations, provide a similar performance as the gain RMSEs.
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iterations after the same initialization. In this experiment,
we do not add additive noise, the values of µ and λ in
Eqs. (25) and (29) are set to 10 and 10, respectively. Their
influence on the calibration performance is investigated in
Section V-C. It should be noticed that the approximate mean
calibration parameters are set to the exact mean parameters,
which provides an upper bound of the expected performance
of ACIN-cal. Actually, such a perfect knowledge was also
used in [13] for a compressed sensing calibration problem.
As explained above, we discuss the effects of the error of
estimation of the mean calibration values in Section V-C.
Inspired by the phase transition diagrams that are commonly
used in matrix completion, we count the proportions of cases
when the achieved RMSEs are below 10−7 for each tested
value of (ρMV; ρRV) and for each tested methods. The obtained
diagrams are plot in Figs. 3(a) to 3(d).

The natural approach described in Section IV-A often suc-
ceeds in calibrating the network when the latter is dense, i.e.,
when the proportion ρMV of missing values is below 50%
and the proportion ρRV of rendezvous between calibrated and
uncalibrated sensors is above 60%. Within these conditions,
the proportion of calibration success is between 80 and 100%,
as shown in Fig. 3(a). When ρMV increases and/or when ρRV
decreases, the method completely fails as it never reaches an
RMSE below 10−7 when ρMV ≥ 0.8 or ρRV ≤ 0.2.

As we can see in Fig. 3(b), the IN-cal method is much
more versatile than the previous technique as it almost always
succeeds in calibrating the network, except when there is no
rendezvous between uncalibrated and calibrated sensors or
when the propotion ρRV of missing values is equal to 95%.
This shows the relevance of the proposed approach with its
specific parameterization. The loss of performance for the
above “extreme” values of ρMV and ρRV was expected, as the
assumptions needed by the method were not satisfied anymore.

The plot in Fig. 3(c) shows that ACIN-cal takes advantage of
the average values of the calibration parameters to regularize
the calibration. In particular, normalizing the rows of F
provides some robustness to the calibration performance when
there is no rendezvous between calibrated and uncalibrated
sensors. Let us stress again that these diagrams are obtained
when the average calibration parameters are perfectly esti-
mated. Their poor estimation should provide a much lower
performance, as discussed in Section V-C.

Lastly, as shown in Fig. 3(d), the SpIN-cal method out-
performs all the above techniques as it always succeeds in
performing calibration in all the tests. This was expected
as the dictionnary provides a relaxed condition in terms of
rendezvous which regularizes the problem. The SpAIN-cal
technique provides the same performance as SpIN-cal on these
tests and the corresponding diagram is not shown for the sake
of readability.

We now investigate more deeply the sensitivity of our pro-
posed methods to (i) the missing value proportion in the data
matrix X—due to the network sampling—(ii) the proportion of
mobile sensors having a rendezvous with a reference, and (iii)
the input SNR. Except when we make these parameters vary,
we set the proportions ρMV and ρRV of missing values and
of rendezvous between calibrated and uncalibrated sensors to

90% and to 30%, respectively. Moreover, except when we test
the influence of noise, we do not add noise in the simulated
matrices. Each experiment is repeated 40 times and all the
methods are run after the same initialization—as explained in
Section IV-E—and stopped after 5 · 105 iterations. We evaluate
their performance with the RMSE criterion (38).

1) Influence of the missing value proportion: In order to
finely assess the impact of the missing value proportion on
our calibration methods, we make the missing value proportion
ρMV range between 0 and 95%.

Figures 4(a) to 4(e) show the achieved enhancement they
provide. The plain curves and the blue areas represent the
median RMSEs and the spread of the reached RMSEs obtained
for each parameter value. One can note that the completion-
based calibration is not providing satisfying results—neither
with the median nor with the envelope—and is almost always
outperformed by all the informed NMF-based calibration
methods. The IN-cal technique provides median RMSEs below
10−12 when ρMV varies from ρMV = 0% to ρMV = 90%. The
large spread of the envelope is due to the low convergence
rate of the method in some cases. It should be noticed that
increasing the number of iteration highly reduces the spread,
as shown in [17] where IN-cal is run with 106 iterations instead
of 5 · 105 as in this paper. For ρMV = 95%, the poor calibration
performance is due to the lack of data in X , which makes
some uncalibrated sensors not being connected with calibrated
ones, even through a multiple path. As a consequence, the
estimation of F is done up to a scale ambiguity, as discussed
in Section III.

ACIN-cal provides a slightly lower median calibration error
than IN-cal and a much lower spread. When the proportion
of missing values is high, ACIN-cal provides a much higher
calibration error than with lower values of ρMV (but still much
lower than IN-cal in the same configuration). These results
correspond to our expectations: the average-based regulariza-
tion in ACIN-cal is designed to cure calibration problems due
to unavailable reference measurements but cannot handle high
proportions of missing values. However, one can note that this
regularization also speeds up the NMF convergence, as the
envelope is very close to the median RMSE for parameters
ρMV below 95%.

As expected, the SpIN-cal technique is providing better
results for all tested proportions of missing value. The upper
limit of the envelope is much lower than the one associated
with IN-cal, thanks to the regularization which speeds up the
NMF convergence, as shown in [18]. Lastly, Fig. 4(e) shows
that SpAIN-cal combines the nice results of SpIN-cal and
ACIN-cal, as the median performance is almost similar to
SpIN-cal while the envelope is much reduced, as in ACIN-
cal.

2) Effect of the proportion of rendezvous between cali-
brated and uncalibrated sensors: In this experiment, we make
ρRV range between 0 to 100%. The obtained performance
with respect to the rendezvous proportion ρRV is shown in
Figs. 5(a) to 5(e). As for the missing value proportion, all
proposed informed NMF methods almost always outperform
the natural approach based on low-rankness using NMF/C. IN-
cal provides a high performance as long as there exist some
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Fig. 4. Evolution of the RMSE with respect to the missing value proportion: (a) Natural approach; (b) IN-cal; (c) ACIN-cal; (d) SpIN-cal; (e) SpAIN-cal.
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Fig. 5. Evolution of the RMSE with respect to the input rendezvous proportion: (a) Natural approach; (b) IN-cal; (c) ACIN-cal; (d) SpIN-cal; (e) SpAIN-cal.

rendezvous between calibrated and uncalibrated sensors. When
the proportion ρRV reduces to zero, the classical NMF scale
ambiguity cannot be fixed, thus leading to a drastic drop of
calibration enhancement. However, let us stress again that even
if there is no rendezvous between uncalibrated and reference
sensors, IN-cal still performs relative calibration, which means
that the parameters of each sensor are well estimated up to a
common scale ambiguity.

ACIN-cal provides a better performance than IN-cal, as
it uses the knowledge of the average calibration parameters
to reduce the calibration error when relative calibration is
performed with IN-cal. While the RMSEs shown on Fig. 5(c)
are almost always the lowest achived by all the tested methods,
let us stress again that the reached performance may be
lowered in the case of a coarser estimation of the mean
parameters, as studied in Section V-C.

Lastly, the performance achieved by both SpIN-cal and
SpAIN-cal is constant regardless of the rendezvous propor-
tion. Indeed and as explained before, the strong rendezvous
assumption needed in IN-cal is not needed anymore by SpIN-
cal and SpAIN-cal, since two sensors are in rendezvous if
they share the same atom support. The dictionary thus makes
these methods robust to the proportion of rendezvous between
mobile and reference sensors. However and as noticed above,
the average information allows to reduce the spread of the
reached RMSEs in SpAIN-cal with respect to SpIN-cal.

3) Influence of the additive noise: To study the sensitivity
of our proposed methods against the input SNR, we make the
input SNR vary from∞ (no noise) to 0 dB by adding truncated
realizations of Gaussian noise to the data matrix X . The noise
realizations are truncated in order to keep nonnegative entries
of X .

The results obtained with respect to the input SNR are
shown in Figs. 6(a) to 6(e) and are quite similar for all the
proposed informed NMF-based calibration methods, except

for the lowest tested input SNRs. Indeed, their median per-
formance linearly decreases with the input SNR. One might
expect SpIN-cal and SpAIN-cal to provide better results than
the reached ones. However, it should be noticed that only G
is estimated using the dictionary. This implies that the noise
present in the data still affects the estimation of F, which is
mainly investigated in this paper. Moreover, when the input
SNR is 0 dB, the maximum RMSE reached with SpIN-cal is
above 105, while all the other methods have a spread (much)
below this value. In a few cases, the atoms which are selected
in the sparse decomposition do not correspond to the actual
ones, which provides a poor calibration enhancement. On the
contrary, the additional average information allows to reduce
this issue in SpAIN-cal. Denoising the data in X using the
dictionary is out of the scope of this paper and is let for future
work.

B. Comparison with a multi-hop calibration method

In this section, we propose to compare our calibration
methods with a multi-hop technique [16] which is a micro-
calibration approach exploiting the same rendezvous definition
as used in our proposed IN-cal method.

This state-of-the-art technique consists of sequentially cal-
ibrating each mobile sensor of the network, using their
rendezvous with previously calibrated sensors. This method
basically consists of

1) selecting a mobile sensor to be calibrated,
2) calibrating this sensor by inferring its measurements in

rendezvous with readings provided by the previously
calibrated mobile sensor or a reference sensor,

3) repeating this operation until each mobile sensor is
calibrated.

This "multi-hop" calibration approach was designed for a mo-
bile crowdsensing application when the sensors are carried by
tramways, thus always following the same paths and ensuring
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Fig. 6. Evolution of the RMSE with respect to the input SNR: (a) Natural approach; (b) IN-cal; (c) ACIN-cal; (d) SpIN-cal; (e) SpAIN-cal.
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Fig. 7. Comparison of SpIN-cal with multi-hop calibration [16] with respect
to the proportion of missing values in (a) noiseless and (b) noisy scenarii.

a very large number of rendezvous, even with authoritative
sensors. In such a configuration, this method was shown
to provide a good performance. However, when carried by
volunteers, the sensor network might not be that dense and
the multiple rendezvous of a mobile sensor with a reference
one is not guaranteed. This is for example the case in the tests
reported above, where each mobile sensor is in rendezvous
at most once with the calibrated sensor. We thus propose
to compare the performance of both the multi-hop and our
proposed SpIN-cal methods on new simulated data satisfying
the requirements of [16]. These new simulations consist of
randomly removing data in X to match a desired missing
value proportion ρMV that we make vary from 0 to 95%. We
consider both noiseless and noisy scenarios and we do not
pay attention to the rendezvous proportion and the number
of reference measurements in the data. Such an experiment
is repeated 40 times. Figs. 7(a) and 7(b) show the median
and the spread of the RMSEs—as defined in (38)—reached
by the multi-hop (in red) and the SpIN-cal (in blue) methods,
without and with additive noise in the observed data matrix X
(with an input SNR around 30 dB), respectively. In Fig. 7(a),
both methods provide a similar performance when the number
of missing values in X is low, i.e., ρMV ≤ 0.8. However,
when ρMV is higher, our proposed calibration approach out-
performs [16], which is expected as the minimum number of
rendezvous between the calibrated sensor and any uncalibrated
one might be below 2 in some experiments. For more than
90% of missing values, both methods fail, due to the cases
where at least one sensor is providing less than two distinct
measurements. The plots in Fig. 7(b) show that the median
RMSEs reached by SpIN-cal are always below those provided
by the multi-hop technique, even when the missing value
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Fig. 8. Influence of the value of µ on the calibration performance of ACIN-cal
when the estimation error on f̄ is (a) equal to 1, and (b) equal to 10−6.

proportion is low. When the number of missing entries in
X is high, the multi-hop method provides a poor calibration
estimation accuracy while the SpIN-cal method yields much
lower RMSEs. Actually, when ρMV = 0.95, the performance
reached by SpIN-cal is almost the same in both the noiseless
and the noisy configurations.

It should be noticed that when all the assumptions re-
quired by the calibration methods are satisfied—i.e., at least
two "diverse-enough" measurements per sensor, at least two
rendezvous with a reference for each sensor—the approach
in [16] works faster than our proposed ones which requires
multiple iterations. However, let us stress again that these
required conditions—especially the number of rendezvous—
are difficult to hold in real crowdsensing applications, hence
the need for new approaches able to handle a large proportion
of missing data and a low number of rendezvous, as proposed
in this paper.

C. Influence of the values of λ and µ

In the proposed calibration methods, different parameters
have been introduced and the choice of their values have been
partially discussed in Section IV-E.

In the SpIN-cal method (proposed in Section IV-D), two
parameters have to be set, i.e., on the one hand, the number
q of atoms which decompose the signal using the dictionary
D, and on the other hand, the weight λ associated to the
regularization term in (29). In the above simulations, as the
dictionary is constructed in order to perfectly infer the signal
with two atoms, we set q = 2 while the parameter λ is set to
10. We made vary λ from 0.5 to 10 in preliminary tests but we
did not notice any significant differences between the obtained
results. However, with real data, as the dictionary might not
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exactly fit the observed signal, and as the number of needed
atoms is a priori unknown, these parameters have both to be
set with respect to the confidence of the dictionary. It should be
noticed that the selection of both these parameters is tricky—
and highly subject to the construction of the dictionary—which
is out of the scope of this paper, as explained in Section IV-E.

In the ACIN-cal method proposed in Section IV-C, as f̄
is provided by the sensor manufacturer, the weight µ asso-
ciated to the regularization term in (25) must be carefully
chosen. In our simulations, we set f̄ to the actual means of
the calibration parameters—an optimistic configuration which
was also used in another blind calibration method [13]—and
µ = 10. However, as briefly explained in Section IV-C, in
real situations the true mean parameters are not perfectly
known, and (21) is only approximately true. Setting a too
high value for µ then constrains the means of the rows of
F to a wrong average, which thus provides a poor calibration
accuracy. On the contrary, if one selects a small weight µ, then
ACIN-cal might perform favorably, provided there are enough
rendezvous with reference measurements. The influence of µ
is highlighted in Figs. 8(a) and 8(b). In these plots, we show
the performance obtained with ACIN-cal when we set the
missing value proportion to ρMV = 0.9, we add no noise, and
we make the rendezvous proportion ρRV between uncalibrated
and reference measurements vary from 0 to 100%. The tested
values of µ are set to 0—in that case, ACIN-cal reduces to
IN-cal—10−4, 10−2, and 1. In Fig. 8(a), f̄ is chosen such that
the distance between f̄ and the true mean parameters is equal
to 1 while in Fig. 8(b), f̄ is chosen with an error of 10−6.

Let us first focus on the case when µ = 0 on both figures.
Indeed, in that case, ACIN-cal is reduced to IN-cal, i.e., the
average constraint in not taken into account. The calibration
performance is thus similar to the one studied above, i.e., IN-
cal is able to perform calibration provided there are enough
rendezvous between calibrated and uncalibrated sensors. In
the tests in Section V-B, a perfect estimation of the average
calibration parameters was used and the average constraint
allowed to regularize the calibration problem and to reduce
the spread. We now detail the behaviour of ACIN-cal when
the average constraint does not perfectly fit to the theoretical
average values.

In Fig. 8(a), the error due to the average calibration pa-
rameter is high and affects the calibration performance for
any non-null value of µ. Indeed, when µ = 1, the median
RMSE remains around 1 even when the rendezvous proportion
ρRV is equal to 1, i.e., when all the data are available. This
shows that the average information has a major impact on
the factorization. When µ decreases, the RMSEs are slightly
lower—as the impact of the average constraint is more bal-
anced by the factorization—except when ρRV = 0 where the
RMSE obtained with IN-cal and the error due to the average
constraint are similar.

Fig. 8(b) shows a slightly different behaviour. In that case,
the error due to the average calibration is rather low. As
a consequence, when ρRV = 0, the average constraint in
ACIN-cal allows to improve the RMSE with respect to IN-
cal. However, when µ = 10−4, the weight due to the average
constraint is too low and ACIN-cal almost behaves as IN-

cal. When ρRV increases—i.e., when the assumptions needed
by IN-cal to perform favorably are satisfied—we find the
same behaviour as above, i.e., the highest tested value of µ
makes ACIN-cal stick to the average calibration estimation
error while lower values of µ provide lower RMSEs.

These tests show the importance of the error due to the
average constraint on the calibration performance, hence the
interest to take it into consideration as a penalized optimization
term in ACIN-cal. As discussed in Section IV-E, the automatic
selection of the best value of µ is out of the scope of this
paper but could be investigated, e.g., using late fusion or multi-
objective optimization.

VI. CONCLUSION

In this paper, we proposed four informed NMF techniques
for mobile sensor calibration. These methods can take care
of the constraints met in crowdsensing applications such as
being able to handle missing data and few rendezvous between
uncalibrated and calibrated sensors. We deeply investigated
their performance on 4800 data simulations and showed they
outperformed a natural technique based on low-rank matrix
completion. In particular, our sparsity-based and average-
constrained SpIN-cal and SpAIN-cal methods were shown to
be robust to both the missing value proportion ρMV and the
rendezvous proportion ρRV. We then compared the perfor-
mance of SpIN-cal with a state-of-the-art multi-hop calibration
technique over 400 simulations and showed our approach to
be more versatile in noiseless and noisy configurations. Our
work shows that matrix factorization is a promising way to
perform mobile sensor calibration and opens the way to many
other problems.

In our future work, we will investigate other sensor re-
sponses, e.g., nonlinear and multi-linear models for which
specific constraints and update rules must be derived. More-
over, we will aim to learn a representation of the sensed
phenomenon from the irregularly observed signals, instead of
using a fixed dictionary as in this paper. In addition, we will
investigate the enhancement provided by data denoising using
sparse approximation on the calibration performance. Lastly,
we will investigate the performance of the tested methods on
real mobile crowdsensing experiments.

APPENDIX A
PROOF OF ACIN-CAL UPDATE RULE FOR F

In this appendix, we aim to derive the update rule for F
in the ACIN-cal method. We here denote J the cost function
used in (25). J can be written as a sum J , J1 + J2 where

J1 = | |X − G ·F | |2F ,
s.t. F = ΩF ◦ΦF + Ω̄F ◦ ∆F,

(39)

and

J2 =
µ

2
·

�����
�����
1
m
·
(
Ω̄F ◦ F

)
· 1[(m+1)×1] − f̄

�����
�����
2

F
,

s.t. F = ΩF ◦ΦF + Ω̄F ◦ ∆F .
(40)
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Then, introducing the constraint of (40) in J2 leads to

J2 =
µ
2 ·

������ 1
m ·

(
Ω̄F ◦ (ΩF ◦ΦF + Ω̄F ◦ ∆F )

)
· 1[(m+1)×1] − f̄������2F .

(41)
Noticing that Ω̄F ◦ΩF = 0 and Ω̄F ◦ Ω̄F = Ω̄F , we derive

J2 =
µ

2
·

�����
�����
1
m
·
(
Ω̄F ◦ ∆F

)
· 1[(m+1)×1] − f̄

�����
�����
2

F
,

=
µ

2
·

2∑

i=1


1
m
·
m+1∑

j=1

(
Ω̄F ◦ ∆F

)
i j
− f̄ i


2

.

(42)

The derivative of (42) with respect to the (i, j)-th element of
∆F then reads

∂J2
∂∆Fi j

= µ ·


1
m

*,
m+1∑

k=1
Ω̄Fik

·∆Fik
+- − f̄ i

 ·
1
m
· Ω̄Fi j , (43)

whose matrix extension reads
∂J2
∂∆F

=
µ

m2 · diag
((
Ω̄F ◦ ∆F

)
· 1[(m+1)×1]

)
· Ω̄F

− µ

m
· diag

(
f̄
)
· Ω̄F .

(44)

Following the heuristic optimization procedure, we associate
the positive part of (44) with the positive part of the derivative
of J1 and the negative part of (44) with the negative part of
the derivative of J1, which leads to

∂J + =Ω̄F ◦
(
GT

(
W ◦2 ◦

(
G ·

(
Ω̄F ◦ ∆F

))) )

+
µ

m2 · diag
((
Ω̄F ◦ ∆F

)
· 1[(m+1)×1]

)
· Ω̄F,

(45)

and

∂J − = Ω̄F ◦
(
GT

(
W 2 ◦ XF

))
+
µ

m
· diag

(
f̄
)
· Ω̄F . (46)

The heuristic update rule for ∆F then reads

∆F ← ∆F ◦ ∂J−

∂J+
, (47)

and the global update for F thus reads

F ← ΩF ◦ΦF + Ω̄F ◦ ∆F ◦ ∂J
−

∂J + , (48)

which turns out to be the update rule in Section IV-C.

APPENDIX B
ESTIMATION OF THE SENSED FIELD

In this paper, we aim to calibrate the responses of a sensor
network, i.e., we aim to accurately estimate F in the NMF
problem. However, the estimate of G and more precisely of
its second column provides an estimation of the sensed field
y, as shown in (3). In this appendix, we aim to investigate
its estimation accuracy with the proposed calibration meth-
ods. For that purpose, we consider again the experiments in
Section V-B.

Actually, depending on the chosen calibration approach, not
all the entries of y can be estimated. Indeed, we assumed
the existence of rendezvous between sensors but we did not
assume that each location of the Scene was sensed by at
least one sensor. This implies that some entries of y are not

accessible through the sensed data in X . Moreover, as one
calibrated sensor provides some values, their corresponding
entries in g2 are known. In the experiments reported below, we
thus consider two performance criteria denoted RMSE1(y, g2)
and RMSE2(y, g2). RMSE1(y, g2) (respectively RMSE2(y, g2))
consists of a RMSE computed between y and g2 on the
accessible data in g2 (the whole vector y, respectively) without
taking into account the known entries.

Fig. 9 shows the evolution of these performance criteria with
respect to the rendezvous proportion, in the same experiment
as in Section V-A2 for the calibration performance. In all
these plots, the envelope and the median of RMSE1(y, g2) and
RMSE2(y, g2) are plotted in blue and red, respectively.

Fig. 9(a) put on light the fact that the natural approach
based on low-rankness of X completely fails to estimate the
sensed field as both measures are very high. On the contrary—
and up to the calibration limits of the methods which were
already discussed—the four proposed methods are able to
derive accurate estimations of y in its accessible locations.
However, for the locations when no sensor provides readings,
only the sparsity-based techniques, i.e., SpIN-cal and SpAIN-
cal, provide a consistent performance. On the contrary, IN-cal
and ACIN-cal fail in estimating these missing entries.

These tests highlight the interest of matrix factorization
techniques which not only allow to perform sensor calibration
but also derive the sensed phyiscal phenomenon.
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Annexe D

Non-negative matrix factorization under
equality constraints—a study of industrial
source identification

A. Limem, G. Delmaire, M. Puigt, G. Roussel, and D. Courcot (2014). Non-negative matrix
factorization under equality constraints—a study of industrial source identification. Applied Nume-

rical Mathematics, 85, 1-15.
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Abstract

This work is devoted to the factorization of an observation matrix into
additive factors, respectively a contribution matrix G and a profile matrix
F which enable to identify many pollution sources. The search for G and
F is achieved through Non-negative Matrix Factorization techniques which
alternatively look for the best updates on G and F .

These methods are sensitive to noise and initialization, and—as for any
blind source separation method—give results up to a scaling factor and a per-
mutation. A Weighted Non-negative Matrix Factorization extension has also
been proposed in the literature, so that different standard deviations of the
data matrix components are taken into account. However, some estimated
profile components may be inconsistent with practical experience. To pre-
vent this issue, we propose an informed Non-negative Matrix Factorization,
where some components of the profile matrix are set to zero or to a constant
positive value. A special parametrization of the profile matrix is developed
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in order to freeze some profile components and to let free the other ones.
The problem amounts to solve a family of quadratic sub-problems. A

Maximization Minimization strategy leads to some global analytical expres-
sions of both factors.

These techniques are used to estimate source contributions of airborne
particles from both industrial and natural influences. The relevance of the
proposed approach is shown on a real dataset.

Keywords: Non-negative Matrix Factorization, Quadratic Optimization,
Air quality.

1. Introduction

Approximate matrix factorization techniques are of great importance in
several areas, such as pattern recognition, antenna array processing, or envi-
ronmental data processing. Non-negative matrix Factorization (NMF) aims
to factorize a non-negative matrix as the product between two matrices, such
that each entry of the latter matrices is null or positive. It emerged under
the name Positive Matrix Factorization (PMF) with Paatero and Tapper’s
contributions [29, 30]. It then appeared in the field of signal and image pro-
cessing with the work by Lee and Seung [24]. Some of the most well known
approaches have been proposed by Cichocki and Zdunek [7] and Lin [26], and
are based on a projected gradient method. Recently, some weighted versions
of NMF were investigated and took into account specific standard deviations
associated to each data point. Inconsistencies in practical results lead to in-
vestigate additional assumptions such as sparseness constraints [20, 2], fixed
row and column sums constraints [18], or orthogonality constraints [35, 5].

Over the last decade, matrix factorization has been extensively inves-
tigated in the field of atmospheric sciences, and particularly for receptor
models with the aim to re-construct the impacts of emissions from different
pollutant sources, e.g., airborne particles [19]. Such source apportionment
studies enable to identify the main emission sources and their relative con-
tribution at different monitoring sites. However, Viana et al. [33] reported
that, depending on the applied NMF method, these techniques may provide
highly different solutions. Moreover—and to the best of our knowledge—
NMF tools fail in discriminating some natural sources (i.e., crustal matter
from local or regional re-suspension and road dust), as well as sources con-
taining sulfate and nitrate components. Moreover, the separation of mineral
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particles emitted from both industrial dust emissions and natural sources
appears as a difficult task [9]. In this paper, we propose to take into account
some partial a priori knowledge on some source profiles in order to improve
the estimation to the unknown components.

The remainder of the paper is organized as follows. In Section 2, we
present the concepts of some state-of-the-art NMF methods. Section 3 in-
troduces our proposed approach while its performance is investigated in Sec-
tion 4. We conclude and discuss future directions of this work in Section 5.

2. A short review of Non-negative Matrix Factorization

NMF aims to estimate two non-negative matrices whose product approx-
imates the observed one. The non-negativity constraints make the decompo-
sition purely additive whereas other ones like Principal Components Analysis
(PCA) and Independent Components Analysis (ICA) can provide negative
components. Informed NMF is located between NMF methods—which only
assume non-negativity of the matrices—on one hand, and on the other hand,
regression models which assume that one matrix is exactly known. In this pa-
per, we introduce an informed NMF method, since matrices may be partially
known.

2.1. Receptor modelling

This model is very generic since it is often used in signal and image
processing. In environmental field, the factorization model (1) below is best
known as receptor modelling and links the data matrix and the active sources.
The factorization enables to approximate the n ×m data matrix X by the
product of two matrices,

X ≈ G · F, (1)

where

• X is the n × m data matrix, where n is the number of samples and
m is the number of species. In environmetrics, xij—the (i, j)th element
of X—accounts for the concentration, expressed in ng/m3, of the jth

chemical species coming from the ith sample. A row gathers concentra-
tions of all registered species for the current sample.

• G stands for the n× p contribution matrix, where p is the pre specified
number of sources and n is the number of samples. In environmetrics
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and chemometrics, the (i, k)th element of G—denoted gik—is referred
to as the massic contribution from Source k to Sample i, expressed in
µg/m3.

• F is a p ×m matrix of profiles. Its (k, j)th term fkj stands for a mass
ratio (in ng/µg) corresponding to a percentage of the jth species with
respect to the whole mass of the Source k.

The number p of sources is usually chosen such that np + pm � nm. The
a priori choice for the appropriate value of p mostly depends on the nature
of the investigated data [16] and on the expert’s knowledge of the number
of sources. In the absence of such information, p can be estimated in a pre-
processing stage by applying some information theory techniques [11] such
as AIC or BIC or extended versions.

2.2. Non-negative matrix factorization

Non-negative matrix factorization has received a lot of attention since
Lee and Seung [24] published their popular multiplicative algorithm. In fact,
NMF looks for an approximate factorization of the data matrix according to
receptor modelling (1) under the additional non-negativity constraint. The
basic NMF solves

min
G,F≥0

n∑

i=1

m∑

j=1

((xij − (GF )ij))
2 = min

G,F≥0
‖X −G · F‖2f , (2)

where G,F ≥ 0 means that all components of G, F are non-negative and ‖.‖f
stands for the Frobenius norm1. The problem in (2) is convex with respect
to G and F separately, but not for both at the same time. As a conse-
quence, most algorithms are only able to yield local minima. Classical NMF
algorithms thus alternatively search for F (respectively G) when G is fixed
(respectively F ). As an alternative, Kim et al. proposed a general frame-
work [22], called Block Coordinate Descent, which includes several methods
described hereafter. Different iterative approaches to solve (2) were proposed
in the literature:

1Please note that other cost functions are also widely used, e.g., Kullback divergence
[24] or flexible parametric divergences such as generalized alpha-beta divergences [6].
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• Most commonly used ones are the multiplicative updates rules. Lee
and Seung [24] mentioned that this update is a good trade-off between
speed of convergence and ease of implementation. The update of F
(respectively G) is made through a multiplicative update coefficient
which depends on the data matrix X and the contribution matrix G
(respectively the profile matrix F ):

F ← F ◦ (GTX)

(GTGF )
, G← G ◦ (XF T )

(GFF T )
, (3)

where X ◦ Y and X
Y

respectively account for component-wise prod-
uct and element-wise division between two matrices. According to the
update rule (3), the Frobenius norm is not increasing and becomes
constant if a limit point is reached.

A limit point (G,F ) is said to be stationary if it checks the Karush-
Kuhn Tucker (KKT) conditions, i.e.,

F ≥ 0, G ≥ 0,
GT · (G · F −X) ≥ 0, (G · F −X) · F T ≥ 0,
F ◦

(
GT · (G · F −X)

)
= 0, G ◦

(
(G · F −X)) · F T

)
= 0.

Stationarity is only a necessary condition of a local minimum. More-
over, Lin [25] reported that some limit points of (3) which are not
stationary may exist, especially if some components of F and G are
initialized to zero.

• As an alternative, Alternating Non-negative Least Squares (ANLS)
consists of alternatively estimating G (respectively F ) by setting F
(respectively G). The mathematic formulation of the problem at iter-
ation r + 1 may be divided into two sub-problems depending on the
results obtained at iteration r [21]:

F r+1 = arg min
F≥0
‖X −GrF‖2f ,

Gr+1 = arg min
G≥0

∥∥X −GF r+1
∥∥2
f
.

(4)

Each step of (4) may be seen as a set of independent non-negative least
squares problems involving one column or one row of the data matrix.
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Let xi be the ith column of the matrix X and f r+1
j be the jth column

of the matrix F r+1. Searching for F amounts to find separately each
column of F ,

f r+1
j = arg min

fj≥0
‖xi −Grfj‖2f ∀j ∈ {1...m} ∀i ∈ {1...m}.

The resolution of this problem is generally more time consuming at each
iteration than the multiplicative updates but the number of iterations
is expected to be lower. This method may also be considered as a
special case of the Block Coordinate Descent framework in the case
of two blocks [22]. Grippo and Sciandrone [15] state that every limit
point obtained from (4) is a stationary point.

• Lin [26] proposed to develop projected gradient-based techniques for
bound constrained optimization. The iterative update of the matrix is
done through a projected gradient approach on the feasible region:

F r+1 ← P
[
F r − αr ∇F r

(
‖X −GrF‖2f

)]
,

where the projection P enables to map the candidate back into the
bounded region if it lies outside:

∀(i, j) ∈ {1...n}×{1...m}, (P (X))i,j =





Xi,j if mi,j ≤ Xi,j ≤Mi,j,
Mi,j if Xi,j ≥Mi,j,
mi,j if Xi,j ≤ mi,j.

Many articles—such as [3] for example—are devoted to the research of
a step αr which checks a sufficiently fast decreasing for each step. This
stage is also the most time consuming one.

Even if most work—including the above methods and our contribution—
focus on approximated solutions of the factorization of X, please note the
existence of recent investigations on exact factorization. For example, Vavasis
[32] showed the NP-hardness of computing such a factorization. Recently,
Arora et al. proposed a near-separable NMF algorithm which provably runs
in polynomial time under some additional assumptions on the input matrix
X [1]. Near-separability has been furtherly explored in, e.g., [4, 13].
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2.3. Weighting the Non-negative Matrix Factorization

Recently, some authors have proposed an uncertainty weighted version of
NMF, expressed either as a sequence of columns updates [8] or as a whole
update [17]. The function to be minimized derives from the classical NMF
cost function and involves a weight matrix, i.e.,

min
G,F≥0

n∑

i=1

m∑

j=1

(
(xij − (GF )ij)

σij

)2

,

where σij stands for the standard deviation obtained from the measurement
of the ith sample and the jth species, gathered in the uncertainty matrix
Σ = {σij}. A whole weight matrix W may be expressed: W = 1n×m

Σ◦Σ , where
each element of the matrix 1n×m is equal to 1.

Ho [17] derived the Karush-Kuhn Tucker conditions in the weighted case,
which are outlined as

F ≥ 0, G ≥ 0,
GT · (W ◦ (G · F −X)) ≥ 0, (W ◦ (G · F −X)) · F T ≥ 0,
F ◦

(
GT · (W ◦ (G · F −X))

)
= 0, G ◦

(
(W ◦ (G · F −X)) · F T

)
= 0.

Ho also introduced a unified expression of an iterative solution of this crite-
rion using the maximization minimization theorem [17]. The main advantage
lies in the whole iterative update of each iteration, i.e.,

F ← F ◦ GT (W ◦X)

GT (W ◦ (GF ))
, G← G ◦ (W ◦X)F T

(W ◦ (GF ))F T
, (5)

In order to prevent division by 0, a small quantity ε is added to the denom-
inator of the relation (5), i.e.,

F ← F ◦ GT (W ◦X)

GT (W ◦ (GF )) + ε1p×m
, G← G ◦ (W ◦X)F T

(W ◦ (GF ))F T + ε1n×p
.

Using weights is particularly important in the case of physical measurements,
where data are obtained with radically different uncertainties. Note that the
update rules in (5) may be viewed as an extension of the classical multi-
plicative update described in (3) to weighted data. Indeed, by setting W
to the matrix 1n×m, the updates rules in (3) are exactly those in (5). From
this remark, weighted NMF (WNMF) behaves as the classical NMF for con-
vergence aspects. In fact, some non-stationary limit points may exist with
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weighted multiplicative updates, especially in the case when some entries of
F and G are initialized to zero [25].

Other criteria may also be investigated, notably the minimization of
the weighted Kullback-Leibler divergence. For this case, the expression of
weighted multiplicative updates is available in [17]. To conclude, the main
interest for this kind of algorithm lies in the direct update of both matrices
and its ease of implementation.

3. Solving a constrained problem

Practically, the profiles recovery is never completely blind. In some cases,
a priori information on components are available and some values can be set
to zero if some species are absent from a source profile. This kind of knowl-
edge should be included as constraints in our algorithms. Up to now—and
to the best of our knowledge—no state-of-the-art method supports weighted
cost functions with constraints.

3.1. Introduction of equality constraints

In many cases, some known components of the source profile may be
provided by experts. The aim of this section is to find a parametrization
that naturally integrates this knowledge. Constraints may be formulated as
follows. Let Ω be a p×m binary matrix which specifies the presence or the
absence of constraints on each element of the profile matrix F ,

∀(i, j) ∈ {1...p} × {1...m}, Ωij =

{
1 if Fij has to be set,
0 otherwise.

Φ is the p × m matrix of set values. By construction, Φij is equal to zero
when Ωij = 0. It may thus be easily checked that

Φ ◦Ω = Φ . (6)

Using the definition of matrices (Φ,Ω), known components of F may easily be
set to zero or to other positive values according to the following relationship:

F ◦Ω− Φ = 0 . (7)

Let:

• fi be the ith column of the F matrix,
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• ϕi be the ith column of the Φ matrix,

• Mi be the (li × p) constraint matrix made up with the ith column of
the matrix Ω (i.e., containing li constraints),

• δi be the vector of the constraint values extracted from Φ.

Constraints may be expressed for the ith column vector of the profile matrix
as

Mifi = Miϕi = δi, ∀i ∈ {1...m}. (8)

As an example, let us consider a case with, say p = 5 sources and li = 2
constraints for all i. The latter are here assumed to be set on the second
and the fourth position, and to be respectively equal to, say 80 and 30. The
previous matrices then read:

Mi =

[
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0

]
,
ϕT
i =

[
0 80 0 30 0

]
,

δTi =
[

80 30
]
,

∀i ∈ {1...m}.

Let Γi be the (p × (p − li)) matrix whose columns span the supplementary

space to the rows of Mi such that rank

[
Mi

ΓT
i

]
= p. Γi checks the following

normalization relation
{

MiΓi = 0li×(p−li),
ΓT
i Γi = I(p−li)×(p−li),

∀i ∈ {1...m},

where 0li×(p−li) and I(p−li)×(p−li) are respectively the null matrix and the iden-
tity matrix. By noticing in (8) that (fi − ϕi) has to lie in the space spanned
by the columns of Γi, it turns out that

∆fi , fi − ϕi = Γiθi ∀i ∈ {1...m}, (9)

where θi is the ((p− li)× 1) vector of free parameters. The expression of one
column of the profile matrix may then be deduced

fi = ϕi + Γiθi ∀i ∈ {1...m}. (10)

The expression in (9) reads in matrix form,

∆F = F − Φ, (11)
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where ∆F is the matrix gathering each column ∆fi, i = 1...m. It may be
easily stated by using (6) and (7) that

∆F ◦Ω = 0. (12)

From (11), we can express F with respect to ∆F and Φ as,

F = ∆F + Φ. (13)

By combining the relationship (13) with the fact that 1 = Ω + (1 − Ω), we
obtain

F = Ω ◦ Φ+Ω ◦∆F + (1−Ω) ◦∆F + (1−Ω) ◦ Φ. (14)

Introducing the above properties (6) and (12) into (14) leads to the simplified
expression of the profile matrix

F = Ω ◦ Φ+ (1−Ω) ◦∆F. (15)

Since (1−Ω), Ω, Φ, ∆F are non-negative matrices, the profile matrix verifies
F ≥ Φ, according to Relation (15). This matrix form is also equivalent to its
vectorial expression (10); both may be used in the following sections.

3.2. Constrained problem formulation
The aim of this section is to find new update rules which verify the defined

above constraints. Constraints defined through (7) have to be incorporated
and—similarly to (5)—multiplicative rules are investigated. The whole min-
imization problem may be formulated as

min
G,F

Tr
(
(X −G · F )T ((X −G · F ) ◦W )

)

s. t. G ≥ 0, F ≥ Φ, F = Ω ◦ Φ+ (1−Ω) ◦∆F.
(16)

The proof of the KKT conditions are detailed in Appendix A for the case
Φ = 0. The extension of these conditions should be easily derived when Φ is
different from the null matrix. For the sake of clarity, let us define

Ω , (1−Ω) and F̃ , Ω ◦ 4F + Φ.

The KKT conditions (see Appendix A for details) for the constrained weighted
problem remain unchanged, i.e.,

4F ≥ 0, G ≥ 0,

Ω ◦
(
GT ((GF̃ −X) ◦W )

)
≥ 0, (W ◦ (GF̃ −X))F̃ T ≥ 0,

4F ◦Ω ◦
(
GT ((GF̃ −X) ◦W )

)
= 0, G ◦

(
(W ◦ (GF̃ −X))F̃ T

)
= 0.

(17)
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The profile matrix (respectively the contribution matrix) should be split
into columns (respectively rows). The problem (16) is only solved for the
profile matrix since the same technique may be applied to the contribution
matrix. To solve (16), the criterion may be split into independent parts which
are only related to one column of the profile matrix. The problem may be
formulated as a collection of quadratic optimization sub-problems,

J (fi) = (xi −Gfi)T Dwi
(xi −Gfi)

s. t. Mifi = δi and fi ≥ ϕi, ∀i ∈ {1...m}, (18)

where xi stands for the ith column of the X matrix. Remember that the
matrix Dwi

is defined by Dwi
, diag(wi), where wi accounts for the ith

column of the weight matrix W .
The sub-problem (18) shall be investigated for two different cases.

3.2.1. The case δi = 0

Here, we are interested in the solution of the special case when δi = 0
which leads to ϕi = 0. Substituting ϕi = 0 into (10) yields a simplified
expression, which tells that fi is a linear combination of column vectors from
Γi :

fi = Γiθi ∀i ∈ {1...m}, (19)

where θi ((p − li)× 1 ) stands for the free parameters vector extracted from
fi .

By substituting (19) into (18), it turns out to be a weighted non-negative
least square function, depending on the free parameters vector θi:

K (θi) = (xi − (GΓi)θi)
T Dwi

(xi − (GΓi)θi)

s. t. θi ≥ 0 ∀i ∈ {1 . . .m}. (20)

It appears to be a WNMF (as detailed in [17]) applied to the search of
the vector θi and to a new contribution matrix GΓi. Ho [17] expressed the
vector at iteration (k+1) as a function of the vector at iteration k by using a
maximization minimization strategy. As a consequence, we can respectively
replace fi and G in his contribution by θi and GΓi. The solution may be
obtained also by splitting the first part of (5) into vectorial form, and we
obtain the following update rule for θi:

θk+1
i ← θki ◦

ΓT
i G

T (Dwi
xi)

ΓT
i G

T (Dwi
GΓiθki )

∀i ∈ {1...m}. (21)
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Referring to (19), the expression of the ith column of the profile matrix may
be deduced and reads

fk+1
i ← fk

i ◦
ΓiΓ

T
i G

T (Dwi
xi)

ΓiΓ
T
i G

T (Dwi
Gfk

i )
∀i ∈ {1...m}.

Given that ΓiΓ
T
i = diag(1p×1 − ωi), with ωi the ith column of the matrix

Ω, it may be noticed that this operator only selects active components among
the profile vector in (5). The previous expression may be summarized into
matrix formulation, i.e.,

F ← F ◦
(

(1p×m −Ω) ◦
[

GT (W ◦X)

GT (W ◦ (GF ))

])
. (22)

In (22), (1p×m −Ω) has to be seen as a constraint mask applied to the com-
ponents of the profile matrix. As a result, (22) is equivalent to WNMF since
an appropriate choice of the initial profile (F 0 ◦Ω = F 0) leads exactly to the
same iterations.

3.2.2. The case δi 6= 0

Back to (10), let us use it in the case when, δi is different from zero. By
replacing it into (18), it appears as a non-negative least square cost function

K (θi) = (xi −Gϕi − (GΓi)θi)
T Dwi

(xi −Gϕi − (GΓi)θi)
s. t. θi ≥ 0 ∀i ∈ {1...m}. (23)

It should be noticed that (20) and (23) are similar, except that xi in (20) has
been replaced by (x−Gϕ)i in (23). From (21), it results in a new expression
of the free parameters vector at iteration (k + 1):

θk+1
i ← θki ◦

ΓT
i G

TDwi
(xi −Gϕi)

ΓT
i G

T (Dwi
GΓiθki )

∀i ∈ {1...m}.

Expression (11) enables to update the ith column of the profile matrix:

fk+1
i − ϕi ←

(
fk
i − ϕi

)
◦ ΓiΓ

T
i G

TDwi
(xi −Gϕi)

ΓiΓ
T
i G

T (Dwi
G(fk

i − ϕi))
∀i ∈ {1...m}.

The previous equation may be written in matrix form, in a similar way as in
(22), by noticing that the matrix ΓiΓ

T
i acts as a component selector operator

equivalent to the constraint mask (1p×m −Ω):
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F − Φ← (F − Φ) ◦
(

(1p×m −Ω) ◦
[
GT (W ◦ (X −GΦ))

GT (W ◦ (G(F − Φ)))

])
. (24)

This equation is the global expression which enables to update iterates of
the profile matrix. It is the generalization of (22) and has to be compared to
Expression (5), which stands for the unconstrained version. It can be seen as
the constrained WNMF applied to (X−GΦ) instead of X (the non-negativity
constraint is required on the equivalent data).

Moreover, it can be easily checked that any limit point called4F? verifies
the complementary slackness condition (last left condition from (17)). How-
ever, this method suffers from the same convergence problems as the NMF
multiplicative updates proposed by Lee and Seung2 [24]. Indeed, Gonzales
and Zhang pointed the existence of numerical examples showing the fail of
this algorithm to reach a stationary point [14]. As our method can be reduced
to the same approach by setting W = 1n×m and by imposing Ω = Φ = 0p×m,
the same comment here applies. Non stationarity may typically occur when
some profile components are initialized to zero.

In the same way, the contribution matrix is updated according to uncon-
strained WNMF:

G← G ◦ (W ◦X)F T

(W ◦ (GF ))F T
. (25)

However, an unconstrained WNMF on the contribution matrix does not en-
sure the non-negativity of (X −GΦ). A projection step of equivalent data is
thus performed before updating the contribution matrix.

3.3. Outline of the algorithm

From the previous results, we derive the algorithm whose steps are de-
tailed in Algorithm 1. The normalization is made after each computation
step by normalizing each row of the profile matrix and by updating the cor-
responding column of the contribution matrix. As the normalization has no
effect on the product G ·F , the value of the trace in (16) remains unchanged
before or after the normalization. However, it makes the constraints unver-
ified within iterations. From a practical point of view, if a limit point is

2Please note the existence of alternative algorithms which fix this issue [12].
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Algorithm 1 Update rules of the CWNMF method.

Reading Φ and Ω.
Initialization of G and F
Normalize F and G
while the stopping rule is not checked do

Check for the non-negativity of (X −GΦ) and project it if necessary
Search for F at constant G according to (24)
Search for G at constant F according to (25)
Normalize F and G

end while

reached (i.e., 4F k+1 = 4F k), constraints are observed to be verified asymp-
totically. Despite the fact that—as for other NMF methods [24, 17]— we can-
not guarantee the stationarity when a limit point is reached, we never faced
convergence issues—i.e., non-stationarity—in the numerous experiments we
conducted on our dataset. It should be noticed that limit points tending to
zero should be checked with great care. Indeed, although the third KKT
condition is always satisfied, the sign of the gradient in the second KKT
condition may be negative.

Lastly, we did not meet any kind of issue with the initialization of the
matrices, as reported in Appendix B. It must be noticed that the equality
constraints limit the number of free parameters to initialize, which probably
tends to make the informed NMF method more robust to initialization than
blind NMF, as shown in our experiments described in Appendix B.

4. Application to industrial source identification

4.1. Introduction

Data relative to airborne particles with size lower than 10 µm collected
at Dunkerque were considered. This site is a medium city located in North-
ern France on the coast of the North Sea (Figure 1). There is an important
industrial activity, especially with the presence of an integrated steelwork
complex. Sampling was performed on the roof of the Research Institute and
the sampling point is directly under the influence of emissions of the indus-
trial sector when the wind blows from direction 260 degres to 320 degres.
In this work, we have selected 92 samples collected under a wider wind sec-
tor (i.e. from 250 degres to 60 degres) to consider other influences such as
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marine, crustal and long-range transport origins. Concentrations of 19 ele-
ments and ions listed in Table 1 have been determined for each sample. In
our previous work [8], we focused our attention on the identification of main
sources contributing to atmospheric particulate background. Four particles
types were evidenced: sea salts, aged sea-salts, secondary inorganic aerosols
and crustal particles. Their respective profiles were in good agreement with
results from literature [10, 31, 36]. We can assume that the composition of
such emissions does not vary with time. In the present work, we aim to
identify the industrial emission sources which additionally influence the level
of atmospheric particulate at our sampling site. The integrated steelwork
complex gathers processes devoted to coke making, iron ores sintering, steel
production and slag treatments. A ferromanganese alloys production plant
concerned by atmospheric emissions is also located next to the above indus-
trial site. The particulate emissions have different chemical compositions
from one process to another and do not always occur simultaneously. For
these reasons, it is not adequate to use a single profile to track the impact
of this industrial site on atmospheric particulate level. In this study, it is
proposed that 5 industrial sources are expected to contribute significantly to
airborne particulate matter at a local scale [23].

Figure 1: Location of the area under study.

4.2. Major source identification

We assume that 4 background sources are completely known whereas 5
industrial sources are partially unknown. The matrices related to the con-
straints—i.e., Ω and Φ— are respectively given in Tables 1 and 2. The first
four rows represent background sources while the others account for indus-
trial sources. When a value is set to 1, it means that the corresponding
species is constrained. For example, copper for the sixth source is set to 0.
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Table 1: Contraint matrix Ω.
Al Ca Cr Cu Fe KMgMnNaNi Pb Sn Ti V Zn Cl− NO−

3 SO2−
4 NH+

4
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1

Table 2: Matrix Φ of set profile values.
Al Ca Cr Cu Fe K MgMn Na Ni Pb Sn Ti V Zn Cl− NO−

3 SO2−
4 NH+

4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 421 316 263

367 140 .2 .1 147 136 64 2.5 122 .1 .1 0 15 .3 .3 3 2.4 .5 .5
0 10 0 0 0 9 30 0 253 0 0 0 0 0 0 200 280 217 0
0 12 0 0 0 12 37 0 312 0 0 0 0 0 0 550 0 78 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

To sum up, 55 parameters are free in the profile matrix, they are located
in the 5 last rows corresponding to the 5 industrial sources. No constraint
is applied on the contribution matrix. As a result, it contains 92 × 9 free
parameters. The estimation of these parameters is ordered according to
sources in Figures 2-6. In each figure, the top plot shows the contribution
of one source (corresponding to one column of the contribution matrix) ver-
sus samples, while the middle one gives a rate of the whole mass emitted.
The bottom graph shows the source profile (corresponding to one row of the
profile matrix). The fifth source denoted blast furnace / steel plant sources
is represented on Figure 2 while the steel slag source is given in Figure 3.
Two sintering plant sources are detailed on Figures 4 and 5 while a ferroman-
ganese plant source is reported in Figure 6. By comparing these profiles
with experimental data defined for each source [23], the profile issued from
Figure 2 is referred to as iron rich particles emitted by blast furnaces or steel
plant. These two sources have got very similar chemical identities. These fea-
tures have also been reported for similar processes located on other sites all
over the world [27, 28]. The second profile (see Figure 3) is characterized by
a high proportion of calcium and iron and then various metallic impurities.
Unambiguously, this profile can be attributed to fine particles which gather
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Figure 2: Blast furnaces source.

Figure 3: Steel slag source.

a set of undesirable elements in steel composition and which are separated
in the form of slags. Such emissions are classified as fugitive emissions.
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Figure 4: Ores sintering plant non point source.

Figure 5: Sintering chimney point source.

The third profile (see Figure 4) highlights species in the following order:
Fe> Ca> Al> Mg> Mn> K> Na. It is ascribed to ores sintering plant source
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Figure 6: Ferromanganese plant source.

and such particles correspond to fugitive emissions depending on all handling
performed on sintered ores. It comes from the heating of raw materials.
However, a lack of potassium and sodium may be noted. The fourth source
profile (Figure 5) is expected to be mainly composed with Cl−, K, and Fe.
It stands for the sintering chimney point source. But it can be noticed that
there is a lack of Fe particles and also NH+

4 is over estimated. Finally, a
Ferromanganese plant source may be recognized on Figure 6, it can be noted
that the expected profile is very well recovered.

A brief summary of significant sources show that 3 sources (blast furnaces
source, steel slags source, sintering chimney point source) present a few peaks
over 3 µg/m3. The steel slag source and the ferromanganese plant source are
minor contributors to particles pollution. Hence, these results enable to
evidence the impact of point source emissions on atmospheric particulate
levels and particularly provide for the first time a relative contribution of
fugitive emissions from this site.

5. Conclusion

We have introduced in this article the use of basic equality constraints
and have derived theoretical expressions of constrained WNMF. We provided
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global multiplicative rules which take into account at the same time linear
equality constraints and weights. The second interest stands in the choice
of the application which aims to find natural and industrial profiles. Partial
knowledge of these profiles enables to focus the search on species which are
completely unknown. As a consequence, according to chemists, our results
allow them to better understand the industrial profiles. This shows the rele-
vance of our proposed approach. Upcoming prospects concern the integration
of inequality constraints in the algorithms.
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Appendix A. Expression of the KKT conditions in the constrained
problem

Karush-Kuhn Tucker conditions are carried out without loss of generality
in the case when Φ = 0. It may be easily extended to the general case. For
the sake of concision, let assume that Ω , (1p×m −Ω). The minimization of
the criterion (16) leads to consider a function H(.), defined by

H(4F ) = Tr
(
(X −G(4F ◦Ω))T ((X −G(4F ◦Ω)) ◦W )

)
= H1−2H2+H3,

where 



H1 = Tr
(
XT (X ◦W )

)
,

H2 = Tr
(
(X ◦W )TG(4F ◦Ω)

)
,

H3 = Tr
(
(4F ◦Ω)TGT ((G(4F ◦Ω)) ◦W )

)
.

The property Tr(UT (V ◦W )) = Tr((U ◦W )TV ) enables to write the differ-
ential of H2, H3 as





∂H1 = 0,

∂H2 = Tr
(

(((X ◦W )TG) ◦ΩT
)∂4F

)
,

∂H3 = 2 · Tr
(

(((W ◦G(Ω4F ))T .G) ◦ΩT
)∂4F

)
.
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The differentiation of H2 and H3 then results in

{
∂H2

∂F
= Ω ◦ (GT (X ◦W )),

∂H3

∂F
= 2[GT (W ◦ (G(Ω ◦ 4F )))] ◦Ω.

(A.1)

According to (A.1), the differentiation of the function H(.) gives

∂H

∂4F = 2Ω ◦
(
GT ((G[Ω ◦ 4F ]−X) ◦W )

)
. (A.2)

The Lagrangian function may be expressed as

L(G,F ) =
1

2
H(4F )− Tr(ΓG ◦G)− Tr(ΓF ◦ 4F ◦Ω).

Cancelling the derivatives of this Lagrangian function with respect to 4F
yields the following relation,

∂L

∂4F = Ω ◦
(
GT ((G[Ω ◦ 4F ]−X) ◦W )

)
− ΓF = 0, (A.3)

leading to an expression of ΓF . Karush-Kuhn Tucker conditions for the
minimization of (16) may be summed up as

4F ≥ 0, G ≥ 0,
∂H
∂4F

≥ 0, ∂H
∂G
≥ 0,

4F ◦ ΓF = 0, G ◦ ΓG = 0.

(A.4)

For the sake of clarity, let us define F̃ , Ω ◦4F . By replacing the relations
(A.2) and (A.3) into (A.4) and by using the same analogy with the matrix
G, the final KKT conditions for the constrained weighted problem are

4F ≥ 0, G ≥ 0,

Ω ◦
(
GT ((GF̃ −X) ◦W )

)
≥ 0, (W ◦ (GF̃ −X))F̃ T ≥ 0,

4F ◦Ω ◦
(
GT ((GF̃ −X) ◦W )

)
= 0, G ◦

(
(W ◦ (GF̃ −X))F̃ T

)
= 0.
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Table B.3: Used matrix Ω for the NMF method.
Fe Ca SO

4
Zn Mg Al Cr

1 0 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0 1

Table B.4: Used matrix Φ for the NMF method.
Fe Ca SO

4
Zn Mg Al Cr

700 0 0 0 0 0 0
0 400 5 0 0 75 0

400 0 0 0 0 0 0

Appendix B. Sensitivity of the algorithm to the initialization

The proposed NMF algorithm has been tested in the framework of pol-
lutant source separation. As explained in Subsection 3.3—and as it is the
case for classical NMF approaches [24, 17]—the robustness of our method
to initialization is not theoretically guaranteed (but was shown not to be
an issue with the considered application). In this appendix, we aim to in-
vestigate this behaviour: we generate synthetic data according to industrial
source profiles available in the literature [28]. Seven chemical species—listed
in Table B.3—are under consideration. Three industrial sources coming from
steel industry (blast furnaces source, steel slag source, ores sintering plant)
shown in this order in Table B.5 are assumed to be active.

The data matrix consists of 50 samples and 7 species, with a known uncer-
tainty measure σij—provided by a chemical expert—associated to each data
point xij. The uncertainty measure allows us to compute the weight matrix
W , according to wij = σ−2ij . A uniform noise ranging in [−min{λσij, xij};λσij]
is added while keeping non-negativity of the data. Please note that λ is re-
lated to an input Signal-to-Noise Ratio (SNR). In the experiments below, the
input SNR is equal to 30 dB. The actual profile matrix is given in Table B.5.

In our method, we can select which components of the profile matrix are
to be set, making it highly flexible. In the tests reported in this appendix, 9
constraints are taken into account and are shown in Table B.3, where the 1s
indicate the location of the constraints in the profile matrix. The matrix Φ is
provided in Table B.4. Note that 70 percent of the first source profile is set,
so that it only subsists 30 percent of it to be distributed over the remaining
species. To assess the quality of the fit, we apply different performance
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Table B.5: Real profile matrix F .
Fe Ca SO

4
Zn Mg Al Cr

700 100 80 60 40 20 0
300 400 5 0 200 75 20
400 200 80 0 120 200 0

measures—similar to SNRs—on the contribution and the profile matrices.

• When applied to the columns of G, the chosen measure is named
Mixing-Error Ratio (MER) [34]. We express each estimated column
ĝj of the matrix G as

ĝj = gcollj + gorthj ,

where gcollj and gorthj are respectively collinear and orthogonal to the true
vector gj. The MER (in dB) associated with this estimated column is
then expressed as

MERj = 10 log10

∥∥gcollj

∥∥2/
∥∥gorthj

∥∥2.

This definition provides one MER for each source—respectively denoted
as S1, S2, and S3—so that p MERs are obtained.

• When applied to the lines of F—or equivalently to the columns of F T—
we measure a Signal-to-Interference Ratio (SIR) which is classically
met in blind source separation [34]. The SIR is computed for each
estimated source. From a practical point of view, we apply the above
MER algorithm on the columns of F T as an SIR measure.

The sensitivity of the algorithm is studied by choosing different initial-
izations of the profile matrix Finit. We exclusively use initial profile matrices
which satisfy the constraints defined in Tables B.3 and B.4. For each initial-
ization, we run the algorithm during 20 thousand iterations.

We performed numerous tests in this configuration and all the obtained
enhancement provided by our NMF approach was consistent. For the sake of
readibility, we only gather 12 significant initial profile matrices in Table B.6.
This table provides three performance indices:

1. the first three columns show the SIR obtained for each source when
each line of F is set to its initialization. We see that the performance
is pretty low, as it ranges from 1.15 to 24.07 dB. While the SIR can be
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Table B.6: Performance of the NMF approach for different initializations. Performance
criteria: SIR (in dB) and MER (in dB).

trial SIR (on Finit) MER (on G) SIR (on F )
number S1 S2 S3 S1 S2 S3 S1 S2 S3

1 24.07 18.56 16.50 29.89 30.06 32.44 54.61 78.18 54.81
2 17.31 18.56 16.50 29.89 30.05 32.44 54.78 81.66 54.61
3 13.96 18.56 16.50 29.89 30.06 32.44 54.64 80.19 54.78
4 24.07 3.87 16.50 29.89 30.06 32.44 54.61 78.18 54.81
5 24.07 6.11 16.50 29.89 30.06 32.44 54.61 78.18 54.81
6 24.07 18.56 3.19 29.89 30.06 32.44 54.61 78.18 54.81
7 24.07 18.56 1.15 29.89 30.06 32.44 54.61 78.18 54.81
8 17.31 18.56 1.15 29.89 30.06 32.44 54.61 78.18 54.81
9 13.96 18.56 1.15 29.89 30.06 32.44 54.61 78.18 54.81

10 13.96 6.11 1.15 29.89 30.06 32.44 54.61 78.18 54.81
11 13.96 3.87 1.15 29.89 30.06 32.44 54.61 78.18 54.81
12 10.47 3.87 1.15 29.89 30.06 32.44 54.61 78.18 54.81

really low for Source 2 and Source 3, we could not reach an SIR lower
than 10 dB with Source 1 because the mass to be distributed over the
free parameters is quite low, as discussed above.

2. The last three columns show the SIRs obtained after running the al-
gorithm. We notice that, whatever the initialization, the SIR for
each source keeps almost constant and is high, i.e., between 54.61 and
81.66 dB. This shows that the algorithm converges to the same station-
ary point.

3. Such a result is seen again in the three middle columns. They show the
MERs obtained after applying the NMF algorithm. Here again—and
as for the SIR—the measure obtained for each source remains almost
constant over the trials. It can be noticed that SIRs—estimated over
the profile matrix—are greater than MERs which estimated over the
contribution matrix. It may be due to the fact that the constraints are
applied on the profile matrix only.

Other experiments have been conducted with less constraints. We no-
ticed that relaxing some of the above constraints made the algorithm more
sensitive to the initialization. This was expected as less constraints means
more parameters to estimate.

To conclude, these experiments show the relevance of our informed NMF
method. It not only provides a good performance using the additional knowl-
edge on the profile matrix F , but it is also less sensitive to the initialization
than its blind counterpart.
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[4] V. Bittorf, C. Ré, B. Recht, J. Tropp, Factoring nonnegative matrices
with linear programs, in: Advances in Neural Information Processing
Systems 25 (NIPS), 2012, pp. 1223–1231.

[5] S. Choi, Algorithms for orthogonal non-negative matrix factorization,
International Joint Conference on Neural Networks, Hong Kong, 2008.

[6] A. Cichocki, S. Cruces, S. Amari, Generalized alpha-beta divergences
and their application to robust non-negative matrix factorization, En-
tropy 13 (1) (2011) 134–170.

[7] A. Cichocki, R. Zdunek, NMFLAB for signal processing, Technical re-
port, Laboratory for Advanced Brain Signal Processing, BSI RIKEN,
Saitama, Japan (2006).

[8] G. Delmaire, G. Roussel, D. Hleis, F. Ledoux, Une version pondérée de la
factorisation matricielle non négative pour l’identification de sources de
poussières. Application au littoral de la mer du nord, RS-JESA 44 (4-5)
(2010) 547–566.

[9] A. Escrig, E. Monfort, I. Celades, X. Querol, F. Amato, M. Minguillón,
P. Hopke, Application of optimally scaled target factor analysis for as-
sessing source contribution of ambient PM10, Journal of the Air Waste
Management Association 59 (29) (2009) 1296–1307.

[10] M. C. Evans, S. W. Campbell, V. Bhethanabotla, N. D. Poor, Effect
of sea salt calcium carbonate interactions with nitric acid on the direct
dry deposition of nitrogen to Tampa Bay, Florida, Atmospheric Envi-
ronment 38 (29) (2004) 4847–4858.

26



[11] E. Fishler, M. Grosmann, H. Messer, Detection of signals by informa-
tion theoretic criteria: general asymptotic performance analysis, IEEE
Transactions on Signal Processing 50 (5) (2002) 1027–1036.

[12] N. Gillis, F. Glineur, Accelerated multiplicative updates and hierarchi-
cal als algorithms for nonnegative matrix factorization, Neural Compu-
tation 24 (4) (2012) 1085–1105.

[13] N. Gillis, S. Vavasis, Fast and robust recursive algorithms for separable
nonnegative matrix factorization, IEEE Trans. on Pattern Analysis and
Machine Intelligence 36 (4) (2014) 698–714.

[14] E. F. Gonzales, Y. Zhang, Accelerating the Lee-Seung algorithm for non-
negative matrix factorization, Technical report, Dept. of Computational
and Applied Mathematics, Rice University (2005).

[15] L. Grippo, M. Sciandrone, On the convergence of the block nonlinear
gauss-seidel method under convex constraints., Oper. Res. Lett. 26 (3)
(2000) 127–136.

[16] D. Guillamet, J. Vitria, B. Schiele, Introducing a weighted non-negative
matrix factorization for image classification, Pattern Recognition Letters
24 (14) (2003) 2447–2454.

[17] N.-D. Ho, Non-negative matrix factorizations algorithms and applica-
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Real-Time Multiple Sound Source Localization and
Counting using a Circular Microphone Array

Despoina Pavlidi, Student Member, IEEE, Anthony Griffin, Matthieu Puigt,
and Athanasios Mouchtaris, Member, IEEE

Abstract—In this work, a multiple sound source localization
and counting method is presented, that imposes relaxed sparsity
constraints on the source signals. A uniform circular microphone
array is used to overcome the ambiguities of linear arrays,
however the underlying concepts (sparse component analysis and
matching pursuit-based operation on the histogram of estimates)
are applicable to any microphone array topology. Our method
is based on detecting time-frequency (TF) zones where one
source is dominant over the others. Using appropriately selected
TF components in these “single-source” zones, the proposed
method jointly estimates the number of active sources and
their corresponding directions of arrival (DOAs) by applying
a matching pursuit-based approach to the histogram of DOA
estimates. The method is shown to have excellent performance for
DOA estimation and source counting, and to be highly suitable
for real-time applications due to its low complexity. Through
simulations (in various signal-to-noise ratio conditions and re-
verberant environments) and real environment experiments, we
indicate that our method outperforms other state-of-the-art DOA
and source counting methods in terms of accuracy, while being
significantly more efficient in terms of computational complexity.

Index Terms—direction of arrival estimation, matching pur-
suit, microphone array signal processing, multiple source local-
ization, real-time localization, source counting, sparse component
analysis

EDICS: AUD-LMAP:Loudspeaker and Microphone Array
Signal Processing

I. INTRODUCTION

D IRECTION of arrival (DOA) estimation of audio sources
is a natural area of research for array signal processing,

and one that has had a lot of interest over recent decades
[1]. Accurate estimation of the DOA of an audio source is a
key element in many applications. One of the most common
is in teleconferencing, where the knowledge of the location
of a speaker can be used to steer a camera, or to enhance the
capture of the desired source with beamforming, thus avoiding
the need for lapel microphones. Other applications include
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event detection and tracking, robot movement in an unknown
environment, and next generation hearing aids [2]–[5].

The focus in the early years of research in the field of
DOA estimation was mainly on scenarios where a single
audio source was active. Most of the proposed methods were
based on the time difference of arrival (TDOA) at different
microphone pairs, with the Generalized Cross-Correlation
PHAse Transform (GCC-PHAT) being the most popular [6].
Improvements to the TDOA estimation problem—where both
the multipath and the so-far unexploited information among
multiple microphone pairs were taken into account—were
proposed in [7]. An overview of TDOA estimation techniques
can be found in [8].

Localizing multiple, simultaneously active sources is a
more difficult problem. Indeed, even the smallest overlap of
sources—caused by a brief interjection, for example—can
disrupt the localization of the original source. A system that
is designed to handle the localization of multiple sources sees
the interjection as another source that can be simultaneously
captured or rejected as desired. An extension to the GCC-
PHAT algorithm was proposed in [9] that considers the second
peak as an indicator of the DOA of a possible second source.
One the first methods capable of estimating DOAs of multiple
sources is the well-known MUSIC algorithm and its wide-
band variations [2], [10]–[14]. MUSIC belongs to the classic
family of subspace approaches, which depend on the eigen-
decomposition of the covariance matrix of the observation
vectors.

Derived as a solution to the Blind Source Separation
(BSS) problem, Independent Component Analysis (ICA)
methods achieve source separation—enabling multiple source
localization—by minimizing some dependency measure be-
tween the estimated source signals [15]–[17]. The work of [18]
proposed performing ICA in regions of the time-frequency
representation of the observation signals under the assumption
that the number of dominant sources did not exceed the
number of microphones in each time-frequency region. This
last approach is similar in philosophy to Sparse Component
Analysis (SCA) methods [19, ch. 10]. These methods as-
sume that one source is dominant over the others in some
time-frequency windows or “zones”. Using this assumption,
the multiple source propagation estimation problem may be
rewritten as a single-source one in these windows or zones,
and the above methods estimate a mixing/propagation matrix,
and then try to recover the sources. By estimating this mixing
matrix and knowing the geometry of the microphone array,
we may localize the sources, as proposed in [20]–[22], for
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example. Most of the SCA approaches require the sources
to be W-disjoint orthogonal (WDO) [23]—meaning that in
each time-frequency component, at most one source is active—
which is approximately satisfied by speech in anechoic envi-
ronments, but not in reverberant conditions. On the contrary,
other methods assume that the sources may overlap in the
time-frequency domain, except in some tiny “time-frequency
analysis zones” where only one of them is active (e.g., [19,
p. 395], [24]). Unfortunately, most of the SCA methods and
their DOA extensions are computationally intensive and there-
fore off-line methods (e.g., [21] and the references within).
The work of [20] is a frame-based method, but requires WDO
sources.

Other than accurate and efficient DOA estimation, an ex-
tremely important issue in sound source localization is estimat-
ing the number of active sources at each time instant, known
as source counting. Many methods in the literature propose
estimating the intrinsic dimension of the recorded data, i.e.,
for an acoustic problem, they perform source counting at each
time instant. Most of them are based on information theoretic
criteria (see [25] and the references within). In other methods,
the estimation of the number of sources is derived from a
large set of DOA estimates that need to be clustered. In
classification, some approaches to estimating both the clusters
and their number have been proposed (e.g. [26]), while several
solutions specially dedicated to DOAs have been tackled in
[19, p. 388], [27] and [28].

In this work, we present a novel method for multiple sound
source localization using a circular microphone array. The
method belongs in the family of SCA approaches, but it is
of low computational complexity, it can operate in real-time
and imposes relaxed sparsity constraints on the source signals
compared to WDO. The methodology is not specific to the
geometry of the array, and is based on the following steps:
(a) finding single-source zones in the time-frequency domain
[24] (i.e., zones where one source is clearly dominant over
the others); (b) performing single-source DOA estimation on
these zones using the method of [29]; (c) collecting these DOA
estimations into a histogram to enable the localization of the
multiple sources; and (d) jointly performing multiple DOA
estimation and source counting through the post-processing
of the histogram using a method based on matching pursuit
[30]. Parts of this work have been recently presented in [22],
[31], [32]. This current work presents a more detailed and
improved methodology compared to our recently published
results, especially in the following respects: (i) we provide
a way of combining the tasks of source counting and DOA
estimation using matching pursuit in a natural and efficient
manner; and (ii) we provide a thorough performance investi-
gation of our proposed approach in numerous simulation and
real-environment scenarios, both for the DOA estimation and
the source counting tasks. Among these results, we provide
performance comparisons of our algorithm regarding the DOA
estimation and the source counting performance with the
main relevant state-of-art approaches mentioned earlier. More
specifically, DOA estimation performance is compared to
WDO-based, MUSIC-based, and frequency domain ICA-based
DOA estimation methods, and source counting performance
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Fig. 1. Circular sensor array configuration. The microphones are numbered
1 to M and the sound sources are s1 to sP .

is compared to an information-theoretic method. Overall, we
show that our proposed method is accurate, robust and of low
computational complexity.

The remainder of the paper then reads as follows. We
describe the considered localization and source counting prob-
lem in Section II. We then present our proposed method for
joint DOA estimation and counting in Section III. In this
section we also discuss additional proposed methods for source
counting. We revise alternative methods for DOA estimation
in Section IV. Section V provides an experimental validation
of our approaches along with discussion on performance and
complexity issues. Finally, we conclude in Section VI.

II. PROBLEM STATEMENT

We consider a uniform circular array of M microphones,
with P active sound sources located in the far–field of the
microphone array. Assuming the free-field model, the signal
received at each microphone mi is

xi(t) =
P∑

g=1

aigsg (t− ti(θg)) + ni(t), i = 1, · · · ,M,

(1)
where sg is one of the P sound sources at distance qs from the
centre of the microphone array, aig is the attenuation factor
and ti(θg) is the propagation delay from the gth source to the
ith microphone. θg is the DOA of the source sg observed with
respect to the x-axis (Fig. 1), and ni(t) is an additive white
Gaussian noise signal at microphone mi that is uncorrelated
with the source signals sg(t) and all other noise signals.

For one given source, the relative delay between signals
received at adjacent microphones—hereafter referred to as mi-
crophone pair {mimi+1}, with the last pair being {mMm1}—
is given by [29]

τmimi+1
(θg) , ti(θg)− ti+1(θg)

= l sin(A+
π

2
− θg + (i− 1)α)/c,

(2)

where α and l are the angle and distance between {mimi+1}
respectively, A is the obtuse angle formed by the chord
m1m2 and the x-axis, and c is the speed of sound. Since
the microphone array is uniform, α, A and l are given by:

α =
2π

M
, A =

π

2
+
α

2
, l = 2q sin

α

2
, (3)
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where q is the array radius. We note here that in (2) the DOA
θg is observed with respect to the x-axis, while in [29] it
is observed with respect to a line perpendicular to the chord
defined by the microphone pair {m1m2}. We also note that
all angles in (2) and (3) are in radians.

We aim to estimate the number of the active sound sources,
P and corresponding DOAs θg by processing the mixtures of
source signals, xi, and taking into account the known array
geometry. It should be noted that even though we assume the
free-field model, our method is shown to work robustly in both
simulated and real reverberant environments.

III. PROPOSED METHOD

A. Definitions and assumptions

We follow the framework of [24] that we recall here for the
sake of clarity. We partition the incoming data in overlapping
time frames on which we compute a Fourier transform, pro-
viding a time-frequency (TF) representation of observations.
We then define a “constant-time analysis zone”, (t,Ω), as a
series of frequency-adjacent TF points (t, ω). A “constant-time
analysis zone”, (t,Ω) is thus referred to a specific time frame t
and is comprised by Ω adjacent frequency components. In the
remainder of the paper, we omit t in the (t,Ω) for simplicity.

We assume the existence, for each source, of (at least)
one constant-time analysis zone—said to be “single-source”—
where one source is “isolated”, i.e., it is dominant over
the others. This assumption is much weaker than the WDO
assumption [23] since sources can overlap in the TF domain
except in these few single-source analysis zones. Our system
performs DOA estimation and source counting assuming there
is always at least one active source. This assumption is only
needed for theoretical reasons and can be removed in practice,
as shown in [33] for example. Additionally, any recent voice
activity detection (VAD) algorithm could be used as a prior
block to our system.

The core stages of the proposed method are:

1) The application of a joint-sparsifying transform to the
observations, using the above TF transform.

2) The single-source constant-time analysis zones detection
(Section III-B).

3) The DOA estimation in the single-source zones (Sec-
tion III-C).

4) The generation and smoothing of the histogram of a block
of DOA estimates (Section III-D).

5) The joint estimation of the number of active sources
and the corresponding DOAs with matching pursuit (Sec-
tion III-E).

B. Single-source analysis zones detection

For any pair of signals (xi, xj), we define the cross-
correlation of the magnitude of the TF transform over an
analysis zone as:

R′i,j(Ω) =
∑

ω∈Ω

|Xi(ω) ·Xj(ω)| . (4)

We then derive the correlation coefficient, associated with the
pair (xi, xj), as:

r′i,j(Ω) =
R′i,j(Ω)√

R′i,i(Ω) ·R′j,j(Ω)
. (5)

Our approach for detecting single-source analysis zones is
based on the following theorem [24]:

Theorem 1: A necessary and sufficient condition for a
source to be isolated in an analysis zone (Ω) is

r′i,j(Ω) = 1, ∀i, j ∈ {1, . . . ,M}. (6)

We detect all constant-time analysis zones that satisfy the
following inequality as single-source analysis zones:

r′(Ω) ≥ 1− ε, (7)

where r′(Ω) is the average correlation coefficient between
pairs of observations of adjacent microphones and ε is a small
user-defined threshold.

C. DOA estimation in a single-source zone

Since we have detected all single-source constant time
analysis zones, we can apply any known single source DOA
algorithm over these zones. We propose a modified version of
the algorithm in [29] and we choose this algorithm because it
is computationally efficient and robust in noisy and reverberant
environments [22], [29].

We consider the circular array geometry (Fig. 1) introduced
in Section II. The phase of the cross-power spectrum of a
microphone pair is evaluated over the frequency range of a
single-source zone as:

Gmimi+1
(ω) = ∠Ri,i+1(ω) =

Ri,i+1(ω)

|Ri,i+1(ω)| , ω ∈ Ω, (8)

where the cross-power spectrum is

Ri,i+1(ω) = Xi(ω) ·Xi+1(ω)∗ (9)

and ∗ stands for complex conjugate.
We then calculate the Phase Rotation Factors [29],

G(ω)
mi→m1

(φ) , e−jωτmi→m1 (φ), (10)

where τmi→m1
(φ) , τm1m2

(φ)−τmimi+1
(φ) is the difference

in the relative delay between the signals received at pairs
{m1m2} and {mimi+1}, τmimi+1(φ) is evaluated according
to (2), φ ∈ [0, 2π) in radians, and ω ∈ Ω.

We proceed with the estimation of the Circular Integrated
Cross Spectrum (CICS), defined in [29] as

CICS(ω)(φ) ,
M∑

i=1

G(ω)
mi→m1

(φ)Gmimi+1(ω). (11)

The DOA associated with the frequency component ω in the
single-source zone with frequency range Ω is estimated as,

θ̂ω = arg max
0≤φ<2π

|CICS(ω)(φ)|. (12)

In each single-source zone we focus only on “strong”
frequency components in order to improve the accuracy of
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Fig. 2. DOA estimation error vs SNR in a simulated environment. Each
curve corresponds to a different number of frequency components used in a
single-source zone.

the DOA estimation. In our previous work [22], [31], [32], we
used only the ωmax

i frequency, corresponding to the strongest
component of the cross-power spectrum of the microphone
pair {mimi+1} in a single-source zone, giving us a single
DOA for each single-source zone. In this work we propose
the use of d frequency components in each single-source
zone, i.e., the use of those frequencies that correspond to the
indices of the d highest peaks of the magnitude of the cross-
power spectrum over all microphone pairs. This way we get d
estimated DOAs from each single-source zone, improving the
accuracy of the overall system.

This is illustrated in Fig. 2, where we plot the DOA
estimation error versus signal to noise ratio (SNR) for various
choices of d. It is clear that using more frequency bins
(the terms frequency bin and frequency component are used
interchangeably) leads in general to a lower estimation error.
We have to keep in mind, though, that our aim is a real-
time system, and increasing d increases the computational
complexity.

D. Improved block-based decision

In the previous sections we described how we determine
whether a constant time analysis zone is single-source and
how we estimate the DOAs associated with the d strongest
frequency components in a single-source zone. Once we have
estimated all the local DOAs in the single-source zones (Sec-
tions III-B & III-C), a natural approach is to form a histogram
from the set of estimations in a block of B consecutive
time frames. Additionally, any erroneous estimates of low
cardinality, due to noise and/or reverberation do not severely
affect the final decision since they only add a noise floor to the
histogram. We smooth the histogram by applying an averaging
filter with a window of length hN . If we denote each bin of
the smoothed histogram as v, its cardinality, y(v), is given by:

y(v) =
N∑

i=1

w

(
v × 360◦/L− ζi

hN

)
, 1 ≤ v ≤ L, (13)
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Fig. 3. Example of a smoothed histogram of four sources (speakers) in a
simulated reverberant environment at 20 dB SNR.
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Fig. 4. A wide source atom (dashed line) and a narrow source atom (solid
line) applied on the smoothed histogram of four sources (speakers).

where L is the number of bins in the histogram, ζi is the
ith estimate (in degrees) out of N estimates in a block, and
w(·) is the rectangular window of length hN . An example of
a smoothed histogram of four sources at 60◦, 105◦, 165◦, and
240◦ at 20 dB SNR of additive white Gaussian noise is shown
in Fig. 3.

E. DOA Estimation and Counting of Multiple Sources with
Matching Pursuit

In each time frame we form a smoothed histogram from
the estimates of the current frame and the B − 1 previous
frames. Once we have the histogram in the nth time frame
(the length-L vector, yn), our goal is to count the number of
active sources and to estimate their DOAs. In our previous
work, [31], [32] we performed these tasks separately, but here
we combine them into a single process.

Let us go back to the example histogram of four active
sources at 20 dB SNR, shown in Fig. 3. The four sources
are clearly visible and similarly shaped, which inspired us to
approach the source counting and DOA estimation problem
as one of sparse approximation using source atoms. Thus the
idea—proceeding along similar lines to matching pursuit—
is to find the DOA of a possible source by correlation with
a source atom, estimate its contribution and remove it. The
process is then repeated until the contribution of a source
is insignificant, according to some criteria. This way we can
jointly estimate the number of sources and their DOAs.

We chose to model each source atom as a smooth pulse,
such as that of a Blackman window, although the choice of the
window did not prove to be critical. The choice of the width
is key, and reasoning and experiments showed that a high
accuracy of the method requires wide source atoms at lower
SNRs and narrow source atoms at higher SNRs. Furthermore,
the resolution of the method—the ability to discriminate
between two closely spaced sources—is adversely affected as
the width of the source atom increases. This suggests making
the width a parameter in the estimation process, however
this would come at the cost of an increase in computational
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complexity—something we wish to avoid—so we chose to use
fixed-width source atoms.

Further investigation revealed that a two-width method
provided a good compromise between these constraints, where
a narrower width is used to accurately pick the location of each
peak, but a wider width is used to account for its contribution
to the overall histogram and provide better performance at
lower SNRs. This dual-width approach is illustrated in Fig. 4.
Note that the wider width source mask is centered on the same
index as the narrow one.

The correlation of the source pulse with the histogram must
be done in a circular manner, as the histogram “wraps” from
359◦ to 0◦. An efficient way to do this is to form a matrix
whose rows (or columns) contain wrapped and shifted versions
of the source pulse, as we now describe.

Let b be a length-Q row vector containing a length-Q
Blackman window, then let u be a length-L row vector whose
first Q values are populated with b and then padded with L−Q
zeros. Let u(k) denote a version of u that has been “circularly”
shifted to the right by k elements, the circular shift means that
the elements at either end wrap around, and a negative value
of k implies a circular shift to the left.

Choose Q = 2Q0 + 1 where Q0 is a positive integer. The
maximum value of b (or equivalently u) will occur at (Q0 +
1)-th position. Define c = u(−Q0). The maximum value of
the length-L row vector c occurs at its first element. Let the
elements of c be denoted ci, and its energy be given by Ec =∑
c2i . Now form the matrix C, which consists of circularly

shifted versions of c. Specifically, the k-th row of C is given
by c(k−1).

As previously discussed, we need two widths of source
atoms, so let CN and CW be matrices for the peak detection
(denoted by “N” for narrow) and the masking operation
(denoted by “W” for wide), respectively, with corresponding
source atom widths QN and QW.

In order to estimate the number of active sources, Pn, we
create γ, a length-PMAX vector whose elements γj are some
predetermined thresholds, representing the relative energy of
the j-th source. Our joint source counting and DOA estimation
algorithm then proceeds as follows:

1) Set the loop index j = 1
2) Form the product a = CNyn,j
3) Let the elements of a be given by ai,

find i∗ = arg max
i
ai such that i∗ is further than

uw×L/360◦ from all formerly located maximum indices,
where uw denotes a minimum offset between neighbour-
ing sources

4) The DOA of this source is given by (i∗ − 1)× 360◦/L
5) Calculate the contribution of this source as

δj = (c
(i∗−1)
W )T

ai∗

EcN

6) If δj < γj go to step 10
7) Remove the contribution of this source as

yn,j+1 = yn,j − δj
8) Increment j
9) If j ≤ PMAX go to step 2

10) P̂n = j − 1 and the corresponding DOAs are those
estimated in step 4

It should be noted that this method was developed with
the goal of being computationally-efficient so that the source
counting and DOA estimation could be done in real-time. By
real-time we refer to the response of our system within the
strict time constraint defined by the duration of a time frame. It
should be clear that CN and CW are circulant matrices and will
contain L−QN and L−QW zeros on each row, respectively,
and both of these properties may be exploited to provide a
reduced computational load.

F. Additional proposed source counting methods

In Section III-E we presented a matching pursuit-based
method for source counting and described how this method
can be combined in a single step with the DOA estimation
of the sources. In this section we propose two alternative
source counting methods, namely a Peak Search approach and
a Linear Predictive Coding (LPC) approach.

1) Peak Search: In order to estimate the number of sources
we perform a peak search of the smoothed histogram in the
nth frame (see Section III-D) in the following manner:
a) We assume that there is always at least one active source

in a block of estimates. So we set is = 1, where is
corresponds to a counter of the peaks assigned to sources
so far. We also set uis = u1 = arg max y(v), i.e.,
the histogram bin which corresponds to the highest peak
of the smoothed histogram. Finally, we set the threshold
zis+1 = max{y(uis)/2, zstatic}, where zstatic is a user-
defined static threshold.

b) We locate the next highest peak in the smoothed histogram,
y(uis+1). If the following three conditions are simultane-
ously satisfied:

y(uis+1) ≥ zis+1 (14)

uis+1 6∈
[
ujs −

uwL

360◦
, ujs +

uwL

360◦

]
, ∀ujs (15)

js < (is + 1) (16)

then is = is + 1 and zis+1 = max{y(uis)/2, zstatic}. uw
is the minimum offset between neighbouring sources. (14)
guaranties that the next located histogram peak is higher
than the updated threshold zis+1. (15) and (16) guarantee
that the next located peak is not in the close neighbourhood
of an already located peak with js = 1, . . . is and ujs all
the previously identified source peaks.

c) We stop when a peak in the histogram fails to satisfy the
threshold zis+1 or if the upper threshold PMAX is reached.
The estimated number of sources is P̂n = is.

We note that peak-search approaches on histograms of esti-
mates have been proposed in literature [27]. Here, we present
another perspective on these approaches by processing a
smoothed histogram and by using a non-static peak threshold.
In Fig. 5 we can see how the Peak Search method is applied
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to a smoothed histogram where four sources are active. The
black areas indicate the bins around a tracked peak of the
histogram that are excluded as candidate source indicators as
explained in step b).
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Fig. 5. Peak Search for source counting. The black areas indicate the bins
around a tracked peak of the histogram that are excluded as candidate source
indicators.

2) Linear Predictive Coding: Linear Predictive Coding
(LPC) coefficients are widely used to provide an all-pole
smoothed spectral envelope of speech and audio signals [34].
This inspired us to apply LPC to the smoothed histogram
of estimates to emphasize the peaks and suppress any noisy
areas. Thus, the estimated LPC envelope coincides with the
envelope of the histogram. We get our estimate of P̂n sources
by counting the local maxima in the LPC envelope with the
constraint that P̂n ≤ PMAX. In our estimation, we exclude
peaks that are closer than uw, as a minimum offset between
neighbouring sources.
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Fig. 6. LPC for source counting. The black curve corresponds to the LPC
estimated envelope of the histogram.

A key parameter of this approach is the order of LPC. We
want to avoid a very high order that will over-fit our histogram
of estimates, in turn leading to an over-estimation of the true
number of sources. On the other hand, the use of a very low
order risks the detection of less dominant sources (i.e., sources
with less estimates in the histogram, thus lower peaks). In
order to decide on an optimum LPC order, we tested a wide
range of values and chose the one that gave the best results in
all our considered simulation scenarios (details can be found
in Section V). In Fig. 6 we plot an example LPC envelope
with order 16, along with the smoothed histogram.

IV. STATE OF THE ART METHODS FOR DOA ESTIMATION

In order to compare our proposed method with other algo-
rithms, we implemented three well-studied methods, a WDO-
approach [23], a wideband implementation of MUSIC [2]
and the Independent Component Analysis-Generalised State
Coherence Transform (ICA-GSCT) algorithm [18]. The WDO-
based and the ICA-GSCT approaches were chosen since they
originate from the BSS research field as does our proposed

method, therefore they are similar in philosophy. The MUSIC
algorithm is an extensively studied and tested algorithm for
DOA estimation of multiple sources, thus it is also a well
suited algorithm for comparative tests. We now provide a brief
description of these methods.

A. WDO-based approach

Considering the source signals as W-disjoint orthogonal, the
time-frequency representations of the signals are assumed to
not overlap. So, if Si(t, ω) and Sj(t, ω) are the TF supports
of the signals si(t) and sj(t), according to the W-disjoint
orthogonality assumption [23]:

Si(t, ω)Sj(t, ω) = 0, ∀ t, ω (17)

In that sense at each TF point, (t, ω), at most one source
is active and we can apply the method described in Section
III-C for all (t, ω). We then form a smoothed histogram of the
estimates of B consecutive frames (see Section III-D) and we
apply matching pursuit (see Section III-E) to it the same way
we did for the proposed method.

B. Broadband MUSIC

The MUSIC algorithm was originally proposed as a lo-
calization algorithm for narrowband signals. It is based on
the covariance matrix of the observations, CX . The sorted
eigenvalues of CX define the signal subspace, US and the
noise subspace, UN and the DOAs of the sources are derived
from the maxima of the narrowband pseudospectrum:

hnarrow(φ) =
1

V H(φ)UNUHN V (φ)
, 0 ≤ φ < 2π, (18)

where V (φ) = [e−jωτ1(φ), e−jωτ2(φ), . . . , e−jωτM (φ)] is the
steering vector, angle φ is in radians, ω is the frequency of the
narrowband signals and τi(φ) is the time difference of arrival
of a source emitting from DOA φ between the ith microphone
and a reference point. Among the various wideband extensions
that have appeared in the literature, the most popular one is
comprised of estimating the narrow pseudospectrum at each
frequency component of the wideband signals and deriving its
wideband counterpart as the average over all frequencies [2]:

hwide(φ) =
1

Nb

Nb∑

b=1

hnarrow(φ), (19)

where Nb is the number of frequency bins. Then, the DOA
estimation is performed by looking for P < M maxima in the
final average pseudospectrum.

C. ICA-GSCT

The ICA-GSCT method can be divided into two main parts,
the estimation of the mixing matrices at each frequency com-
ponent and the extraction of the DOAs from the estimated mix-
ing matrices. For the first step in our implementation we have
used the Joint Approximate Diagonalization of Eigenmatrices
(JADE) method [35] which exploits the fourth-order cumulants
relying on the statistical independence of the sources. The
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code is provided by the authors and can be found in [36],
where as input we provide the STFT of the observations
of B consecutive time frames. Given the mixing matrices,
we then estimate the GSCT [18] which is a multivariate
likelihood measure between the acoustic propagation model
and the observed propagation vectors, obtained by row-wise
ratios between the elements of each mixing matrix. The GSCT
is given by:

GSCT(T) =
∑

g(E(T)), (20)

where T is the model vector of time differences of arrival
between adjacent microphones, E(T) is the error measure
between the model and the observation vectors and g(E(T)) is
a non-linear monotonic function which decreases as the error
measure increases. The summation in (20) takes place over
all frequency components and ratios in all the columns of the
mixing matrices. For non-linear function g(E(T)), we use the
kernel-based one recommended by the authors of [18]

g(E(T)) =
1

ω
e
−E2(T)/(2(ω

2q sin(α/2)
cdK

)2)
, (21)

where dK is a resolution factor.
By associating each time delay vector, T of the propagation

model to its corresponding DOA, we estimate the DOAs of P
sources by looking for P local maxima of the GSCT function.

D. Computational Complexity

In order to study the computational complexity of our
proposed method for DOA estimation and the above methods,
we estimated the total number of operations that each method
performs to derive a curve whose local maxima act as DOA
indicators. More specifically, we estimated the total number
of the following operations: for our proposed method and
WDO, to obtain the smoothed version of the histogram of the
estimates; for MUSIC, to estimate the average pseudospec-
trum; and for ICA-GST, to estimate the GSCT-kernel density
function at each time instant. By the term “operation”, we
refer to any multiplication, addition or comparison, as many
dedicated processors—such as DSPs—only take one cycle for
each of these operations.

We present the results for a scenario with six sources in
Table I. Note that for the implementation of the methods we
used the same parameter values as the proposed method in
order to compare them fairly. The only change was the range of
frequencies of interest used for the ICA-GSCT, where instead
of using frequencies up to 4000 Hz, we were constrained in
the range 300− 4000 Hz as recommended in [18], since ICA
does not behave well in terms of convergence for frequencies
lower than 200 Hz. Furthermore, the resolution factor for the
kernel density estimation was set to dK = 4, which gave the
best results for the specific simulation set-up (for more details
about the parameters and their values see Section V, Table II).

Our proposed method clearly has the lowest computational
complexity. MUSIC requires almost one and a half times
as many operations, while WDO needs almost three times
as many operations. The complexity of ICA-GSCT is much
higher than all the other methods. These results were expected,
since WDO follows the same procedure as the proposed

TABLE I
COMPUTATIONAL COMPLEXITY

Method number of operations

proposed method 2,638,424
WDO 10,235,565

MUSIC 3,903,280
ICA-GSCT 35,254,348

method, but for all the frequency components whereas we
work with d components in single-source zones only. On the
other hand, MUSIC performs eigenvalue decomposition for
each frequency component and averages the information from
all frequency components, contributing significantly to its high
complexity. However, we note that there are wideband MUSIC
approaches with significantly lower complexity than the one
used in this study (e.g., Section IV in [2]). These are mainly
based on spherical harmonics beampattern synthesis which is
still an open research problem for circular array topologies
[37]–[39]. For frequency domain ICA-based methods, the
estimation of the demixing matrix at each frequency bin is a
cost-demanding operation. Furthermore the estimation of the
GSCT function requires averaging over all frequency bins, all
sources and all time frames in a block of estimates.

Note that the matching pursuit method applied to the
smoothed histogram, as well as the search for maxima in the
MUSIC average pseudospectrum and in the ICA-GSCT func-
tion, require an insignificant number of operations compared
to the overall complexity of the methods.

TABLE II
EXPERIMENTAL PARAMETERS

parameter notation value
number of microphones M 8

sampling frequency fs 44100 Hz
array radius q 0.05 m

speaker distance qs 1.5 m
frame size 2048 samples

overlapping in time 50%
FFT size 2048 samples

TF zones width Ω 344 Hz
overlapping in frequency 50%

highest frequency of interest fmax 4000 Hz
single-source zones threshold ε 0.2

frequency bins/single-source zone d 2
number of bins in the histogram L 720

histogram bin size 0.5◦

averaging filter window length hN 5◦

history length (block size) B 43 frames (1 second)
narrow source atom width QN 81
wide source atom width QW 161

noise type additive white Gaussian noise

V. RESULTS AND DISCUSSION

We investigated the performance of our proposed method
in simulated and real environments. In both cases we used a
uniform circular array placed in the centre of each environ-
ment. All the parameters and their corresponding values can
be found in Table II, unless otherwise stated.

Since the radius of the circular array is q = 0.05 m, the
highest frequency of interest is set to fmax = 4000 Hz in
order to avoid spatial aliasing [21], [40]. Note that the final
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Fig. 7. DOA estimation error vs SNR for pairs of simultaneously active
speakers in a simulated reverberant environment.

values chosen for the source atom widths (i.e., QN = 81 and
QW = 161) correspond to 40◦ and 80◦ respectively. However,
due to the shape of the Blackman window, the effective widths
are closer to 20◦ and 40◦.

A. Simulated Environment

We conducted various simulations in a reverberant room us-
ing speech recordings. We used the fast image-source method
(ISM) [41], [42] to simulate a room of 6 × 4 × 3 meters,
characterised by reverberation time T60 = 250 ms. The
uniform circular array was placed in the centre of the room,
coinciding with the origin of the x and y-axis. The speed
of sound was c = 343 m/s. In each simulation the sound
sources had equal power and the signal-to-noise ratio at each
microphone was estimated as the ratio of the power of each
source signal to the power of the noise signal.

It must be noted that we simulated each orientation of
sources in 10◦ steps around the array in order to more
accurately measure the performance all around the array.

The performance of our system was measured by the
mean absolute estimated error (MAEE) which measures the
difference between the true DOA and the estimated DOA over
all speakers, all orientations and all the frames of the source
signals, unless otherwise stated.

MAEE =
1

NONF

∑

o,n

1

Pn

∑

g

|θ(o,n,g) − θ̂(o,n,g)|, (22)

where θ(o,n,g) is the true DOA of the gth speaker in the oth

orientation around the array in the nth frame and θ̂(o,f,g)

is the estimated DOA. NO is the total number of different
orientations of the speakers around the array, i.e., the speakers
move in steps of 10◦ in each simulation, which leads to
NO = 36 different runs. NF is the total number of frames
after subtracting B− 1 frames of the initialization period. We
remind the reader that Pn is the number of active speakers in
the nth frame.
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Fig. 8. Estimation of DOA of four intermittent speakers at 60◦, 105◦, 165◦,
and 240◦ in a simulated reverberant environment with 20 dB SNR and a
one-second block size. The gray-shaded area denotes an example “transition
period”.
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Fig. 9. DOA estimation error vs SNR for four intermittant speakers in a
simulated reverberant environment.

1) DOA estimation: We present and discuss our results for
DOA estimation assuming known number of active sources.
In our first set of simulations we investigated the spatial
resolution of our proposed method, i.e., how close two sources
can be in terms of angular distance while accurately estimating
their DOA. Fig. 7 shows the MAEE against SNR of additive
white Gaussian noise, for pairs of static, continuously active
speakers for angular separations from 180◦ down to 20◦.
The duration of the speech signals was approximately three
seconds. Our method performs well for most separations,
but the effective resolution with the chosen parameters is
apparently around 30◦.

In Fig. 8 we plot an example DOA estimation of
four intermittent speakers across time with the speakers at
60◦, 105◦, 165◦, and 240◦. Note that the estimation of each
source is prolonged for some period of time after he/she stops
talking or respectively is delayed when he/she starts talking.
This is due to the fact that the DOA estimation at each time
instant is based on a block of estimates of length B seconds
(B = 1 second in this example). We refer to these periods
as “transition periods”, which we define as the time interval
starting when a new or existing speaker starts or stops talking
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Fig. 10. DOA estimation error of six static sources versus the true DOA.
Different markers correspond to different speakers.
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Fig. 11. DOA estimation error vs SNR for three static, continuously active
speakers in a simulated environment for T60 = {250, 400, 600} ms.

and ending B seconds later. An example of a transition period
is also shown in Fig. 8 as the grey-shaded area.

We demonstrate how the size of a block of estimates affects
the DOA estimation in Fig. 9. We plot the MAEE versus SNR
for the four intermittent speakers scenario for block sizes—
also referred to as history lengths—equal to 0.25s, 0.5s and
1s. The speakers were originally located at 0◦, 45◦, 105◦ and
180◦ and even though they were intermittent, there was a sig-
nificant part of the signals where all four speakers were active
simultaneously. There is an obvious performance improvement
as the history length increases, as the algorithm has more data
to work with in the histogram. However increasing the history
also increases the latency of the system, in turn decreasing
responsiveness.

Aiming to highlight the consistent behaviour of our pro-
posed method no matter where the sources are located around
the array, in Fig. 10 we plot the absolute error as an average
over time, separately for each of six static, simultaneously
active speakers and each of 36 different orientations around
the array. For the first simulation the sources were located at
0◦, 60◦, 105◦, 180◦, 250◦, and 315◦ in a simulated reverberant
environment with 20 dB SNR and a one-second history. They
were shifted by 10◦ for each next simulation preserving their
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Fig. 12. Estimated DOA of one static and one moving speaker around the
circular array in a simulated reverberant environment at 20 dB SNR.
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Fig. 13. Estimated DOA of two moving speakers around the circular array
in a simulated reverberant environment at 20 dB SNR.

angular separations. The duration of the speech signals was
approximately 10 seconds and, as already stated, the MAEE
was evaluated as the average absolute error in the estimation
over time. The MAEE is always below 3◦ for any positioning
of the sources around the array for all the sources.

We investigate the robustness to reverberation in Fig. 11,
which shows the MAEE versus SNR for three static, con-
tinuously active speakers originally located at 0◦, 160◦, and
240◦ for reverberation time T60 = {250, 400, 600} ms. For
low reverberation conditions—T60 = 250 ms—the proposed
method performs very well for all SNR conditions as was
expected and shown in the preceding results. For medium
reverberation with T60 = 400 ms and source atom widths
QW = 161(80◦) and QN = 81(40◦) the MAEE is low for
high SNR but increases rapidly for lower signal-to-noise ratios.
However, by using wider pulses—i.e., QW = 241(120◦) and
QN = 141(70◦)—we can mitigate erroneous estimates due to
reverberation and keep the error lower than 10◦ for all SNR
values. For T60 = 600 ms—which could characterize a highly
reverberant environment—the DOA estimation is effective for
SNR values above 5 dB, exhibiting an MAEE lower than 7◦,
when using QW = 241(120◦) and QN = 181(90◦). Note
that increasing the source atom widths improves the DOA
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Fig. 14. DOA estimation error vs SNR for six static speakers in a simulated
reverberant environment.

estimation accuracy, but also decreases the resolution of the
method.

In order to investigate the tracking potential of our proposed
method, we ran simulations that included moving sources. In
Fig. 12 one speaker is static at 90◦ and the other is moving
clockwise. Both speakers were males. In Fig. 13 two male
speakers are moving in a circular fashion around the array. One
of them is moving anticlockwise while the other is moving
clockwise. We observe a consistent DOA estimation in both
scenarios, even though we do not use any source labelling
techniques. This preliminary simulation results, along with
their real-environment experiments counterparts, indicate that
the proposed method could be extended to a multiple source
tracking method. The slight shift of the estimations to the
right of the true DOA is due to the one-second history length.
Anomalies in the DOA estimation are mainly present around
the crossing points, which was expected, since the effective
resolution of the proposed method is around 30◦ (see also
Fig. 7).

2) Comparison with alternative methods: We also com-
pared the performance of the proposed method against WDO,
MUSIC, and ICA-GSCT (see Section IV). The performance
of the methods was evaluated by using the MAEE over those
estimates where the absolute error was found to be lower
than 10◦—where an estimate is considered to be successful.
Along with the MAEE, we provide “success scores”, i.e.,
percentages of estimates where the absolute error was lower
than 10◦ (Table III to be discussed later). Since the error was
very high for plenty of estimates especially at lower SNR
values for some of the methods, the MAEE over all estimates
was considerably affected, not allowing us to have a clear
image of the performance. Furthermore, in a real system, a
stable consistent behaviour—which is reflected in the “success
scores”— is equally important as accuracy and computational
complexity. We note that a similar method of performance
evaluation was adopted in [21]. In Fig. 14 we plot the MAEE
versus the SNR for six static, continuously active speakers,
originally located at 0◦, 60◦, 105◦, 180◦, 250◦, and 315◦ in
a simulated reverberant environment with a one-second block
size. The simulation was performed for each orientation of
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Fig. 15. DOA estimation error vs SNR for six static speakers in a simulated
reverberant environment.

sources in 10◦ steps around the array. All four methods exhibit
very good results, with an increasing performance from lower
to higher SNR values. Even though the differences are small
between the methods, we note that the proposed one exhibits
the lowest MAEE for SNR values below 15 dB (and the
highest success scores, shown in Table III to be discussed
later).

Since the accuracy of the estimation of the demixing matri-
ces (and consequently of the corresponding mixing matrices)
for ICA-GSCT at each frequency bin depends on the suffi-
ciency of the observed data—i.e., the block size—we ran the
preceding simulation scenario using mixing matrices obtained
with the Recursively Regularized ICA (RR-ICA) algorithm
[43]. The RR-ICA algorithm exploits the consistency of
demixing matrices across frequencies and the continuity of the
time activity of the sources and recursively regularizes ICA.
In this way, it provides improved estimates of the demixing
matrices even when a short amount of data is used. We note
that the code for RR-ICA is provided by the authors of [43]
and can be found in [44]. The maximum number of ICA
iterations was set to 20 and the natural gradient step-size to
0.1. The maximum order of the least mean square (LMS) filter
was set to 10 and the corresponding step size to 0.01. These
values gave the best results among various parametrizations
and are in the range of values recommended in [43]. In Fig. 15
we compare the performance of ICA-GSCT using these two
different methods for the estimation of the mixing matrices,
i.e., the JADE algorithm and RR-ICA method. We observe
that both methods exhibit good and similar results for all
SNR values. We note that RR-ICA performs slightly better for
SNR higher than 5 dB as was expected but did not provide a
significant improvement compared to JADE for our particular
simulation scenario.

In Table III we provide success scores (percentages of
frames with absolute error < 10◦) for the proposed and all
aforementioned methods. We observe that for an SNR of 20
dB, all methods successfully estimate the DOAs for more than
90% out of a total amount of approximately 83,000 estimates.
Specifically, the proposed method along with WDO and MU-
SIC almost achieve score of 100%, with the proposed one
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TABLE III
DOA ESTIMATION SUCCESS SCORES

SNR(dB)
Method 0 5 10 15 20

proposed 61.62% 84.07% 95.45% 99.16% 99.69%
WDO 54.96% 80.38% 95.40% 99.57% 99.94%

MUSIC 47.89% 64.82% 77.34% 92.58% 99.89%
JADE ICA-GSCT 55.44% 68.66% 80.38% 89.17% 93.90%

RR-ICA-GSCT 40.66% 57.69% 73.70% 88.04% 96.48%

being much more efficient in terms of complexity. When the
SNR gets lower, the performance of the methods deteriorates,
which can also be observed in Fig. 14 and 15. However, our
proposed method’s score is higher than the other methods for
SNR values below 15 dB.

3) Source Counting results: In order to evaluate our match-
ing pursuit-based (MP) source counting method (see Sec-
tion III-E), we provide source counting results for simulation
scenarios ranging from one to six static, simultaneously active
sound sources in a reverberant environment with an SNR
of 20 dB. In these six simulation scenarios, the smallest
angular distance between sound sources was 45◦ and the
highest was 180◦ while the sources were active for approxi-
mately 10 seconds, leading to roughly 14,000 source number
estimations for each scenario. The thresholds vector was
set to γ = [0.15, 0.14, 0.12, 0.1, 0.065, 0.065, 0.065] and the
minimum offset between neighbouring located sources was set
to uw = 10◦. We present these results in terms of a confusion
matrix in Table IV where the rows correspond to true numbers
of sources and the columns correspond to the estimated ones.
The method correctly estimates the number of sources more
than 87% of the time for all the cases. Overall the method
presents very good performance with a mean percentage of
success equal to 93.52%.

TABLE IV
CONFUSION MATRIX FOR THE MP PROPOSED SOURCE COUNTING METHOD

P̂

1 2 3 4 5 6 7

P

1 100% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
2 0% 100% 0% 0% 0% 0% 0%
3 0% 3.76% 96.16% 0.08% 0% 0% 0%
4 0% 0.42% 8.50% 88.84% 2.20% 0.04% 0%
5 0.01% 2.23% 2.99% 0.55% 88.28% 5.76% 0.18%
6 0.87% 2.91% 1.42% 0.17% 5.91% 87.84% 0.88%

We compared our MP proposed source counting method
with our additional proposed source counting methods (see
Sections III-E and III-F) and the minimum description length
(MDL) information criterion [45] under the four intermittent
speakers scenario, an example of which can be seen in Fig. 8.
For the Peak Search method (PS), zstatic = 0.05

∑
v y(v)

and the LPC order used was 16. The thresholds for the MP
were γ = [0.15, 0.14, 0.12, 0.1]. The minimum offset between
neighbouring located sources was set to uw = 10◦ and was
common for all these histogram-based methods. The MDL
was estimated in the frequency domain from the STFT of
the observations in blocks of B frames. In Table V we give

TABLE V
SOURCE COUNTING SUCCESS RATES EXCLUDING TRANSITION PERIODS

History SNR (dB)
Method Length 0 5 10 15 20

MDL 0.25s 0% 0% 2.3% 15.7% 21.6%
PS 0.25s 34.7% 44.8% 60.2% 71.5% 79.1%
LPC 0.25s 25.7% 40.5% 57.0% 63.0% 64.6%
MP 0.25s 42.9% 61.5% 77.8% 84.7% 86.7%

MDL 0.5s 0% 0% 6.8% 38.8% 74.8%
PS 0.5s 44.5% 60.1% 77.5% 84.9% 88.2%
LPC 0.5s 35.5% 59.5% 73.8% 75.6% 74.2%
MP 0.5s 64.3% 84.8% 95.7% 96.7% 96.7%

MDL 1s 0% 0% 21.2% 70.8% 87.7%
PS 1s 47.3% 68.7% 83.6% 90.5% 92.7%
LPC 1s 45.4% 81.9% 85.4% 82.5% 80.1%
MP 1s 82.1% 99.2% 100% 100.0% 100.0%
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Fig. 16. DOA estimation error for two speakers separated by 45◦ versus
the true DOA in a real environment. Each different marker corresponds to a
different speaker

success rates of the source counting (percentage of frames
correctly counting the number of sources) for the four methods
under consideration with various history lengths and differing
values of SNR. The success rates were again calculated
over all orientations of the sources in 10◦ steps around the
array (preserving the angular separations) while the transition
periods were not taken into account.

We can observe similar behaviour as in Fig. 9. Longer
history length leads to increased success rates for all four
methods, affecting however, the responsiveness of the system.
The MDL method is severely affected by noise and the amount
of available data. While it achieves a high percentage of
success for one-second history length and 20 dB SNR, this
percentage falls dramatically as the history length is reduced
and most obviously as the SNR becomes lower. For SNRs
equal to 0 and 5 dB the criterion fails completely since it
always responds as if there are no active sources. The matching
pursuit method is clearly the best performing source counting
method. Moreover, matching pursuit can be used in a single
step both for the DOA estimation and the source counting
(as explained in Section III-E), resulting in computational
efficiency.

B. Real Environment

We conducted experiments in a typical office room with
approximately the same dimensions and placement of the
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Fig. 17. Estimated DOA of 3 static speakers in a real environment.
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Fig. 18. Estimated DOA of six static speakers in a real environment.

microphone array as in the simulations and with reverberation
time approximately equal to 400 ms. The algorithm was
implemented in software executed on a standard PC (Intel 2.40
GHz Core 2 CPU, 2GB RAM). We used eight Shure SM93
microphones (omnidirectional) with a TASCAM US2000 8-
channel USB soundcard. We measured the execution time
and found it to be 55% real time (i.e., 55% of the available
processing time). In the following results, some percentage of
the estimated error can be attributed to the inaccuracy of the
source positions.

We demonstrate the performance of our system for two
simultaneously active male speakers in Fig. 16. The speakers
were separated by 45◦ and they moved 10◦ in each experiment
in order to test the performance all around the array. The
duration of each experiment was approximately six seconds.
The signal to noise ratio in the room was, on average, 15
dB. We plot the MAEE versus each different DOA, where
the MAEE is evaluated as the mean absolute error in the
estimation over time. The mean absolute error is lower that
2.5◦ for every positioning of the speakers around the array
(among 36 different orientations) while for about half of the
orientations, the MAEE is below 1◦ for both speakers.

The next experiment involved three speakers sitting around
the microphone array at 0◦, 160◦, and 240◦. The speakers
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Fig. 19. Estimated DOA of one static speaker and one moving speaker
around the circular array in a real environment.
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Fig. 20. Estimated DOA of two moving speakers around the circular array
in a real environment.

at 0◦ and 240◦ were males, while the speaker at 160◦ was
female. The signal to noise ratio in the room was also around
15 dB. In Fig. 17 we plot the estimated DOA in time. All three
speakers are accurately located through the whole duration of
the experiment.

In Fig. 18 we plot the estimated DOAs of six static speakers
versus time. This experiment is the only one that involved
loudspeakers instead of actual speakers. We used six Genelec
8050 loudspeakers that reproduced pre-recorded audio files
of six continuously active, actual speakers, three males and
three females positioned alternately. The loudspeakers were
approximately located at 0◦, 60◦, 105◦, 180◦, 250◦, and 315◦

at a distance of 1.5 meters from the centre of the array. The
signal to noise ratio in the room was estimated at 25 dB. The
DOA of all six sources is in general accurately estimated. The
DOA estimation of the second speaker deviates slightly from
the true DOA for some periods of time (e.g., around the sixth
second of the experiment). This might be attributed to a lower
energy of the signal of the particular speaker over these periods
in comparison to the other speakers.

We also conducted experiments with moving sources. The
scenarios followed the simulations (see Fig. 12 and 13). For
these experiments, the signal to noise ratio in the room was,
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on average, 20 dB. We plot the DOA estimation in Fig. 19 and
20. The DOA estimation is in general effective except for the
areas around the crossing points. Nevertheless, as we stated for
the corresponding simulations, our method shows the potential
of localizing moving sources that cross each other.

VI. CONCLUSION

In this work, we presented a method for jointly counting
the number of active sound sources and estimating their
corresponding DOAs. Our method is based on the sparse
representation of the observation signals in the TF-domain
with relaxed sparsity constraints. This fact—in combination
with the matching pursuit-based technique that we apply to a
histogram of a block of DOA estimations—improves accuracy
and robustness in adverse environments. We performed exten-
sive simulations and real environment experiments for various
numbers of sources and separations, and in a wide range of
SNR conditions. In our tests, our method was shown to out-
perform other localization and source counting methods, both
in accuracy and in computational complexity. Our proposed
method is suitable for real-time applications, requiring only
55% of the available processing time of a standard PC. We
implemented our method using a uniform circular array of
microphones, in order to overcome the ambiguity constraints
of linear topologies. However, the philosophy of the method
is suitable for any microphone array topology.
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ABSTRACT

In this paper, we propose a method for estimating the nonlinearities
which hold in post-nonlinear source separation. In particular and
contrary to the state-of-art methods, our proposed approach uses
a weak joint-sparsity sources assumption: we look for tiny tem-
poral zones where only one source is active. This method is well
suited to non-stationary signals such as speech. The main novelty
of our work consists of using nonlinear single-source confidence
measures and curve clustering. Such an approach may be seen as
an extension of linear instantaneous sparse component analysis to
post-nonlinear mixtures. The performance of the approach is illus-
trated with some tests showing that the nonlinear functions are es-
timated accurately, with mean square errors around 4e-5 when the
sources are “strongly” mixed.

1. INTRODUCTION

Blind Source Separation (BSS) consists of estimating a set of N
unknown source signals s j from a set of P observations xi result-
ing from mixtures of these sources through unknown propagation
channels [1]. Among all the proposed approaches, the ones based
on sources joint-sparsity, known under the name of Sparse Com-
ponent Analysis (SCA) methods, have met with great interest from
the community in the last decade (see e.g. Chap. 10 of [1]). In-
deed, they are naturally adapted to stationary, non-stationary and/or
dependent signals and are thus an alternative to classical Indepen-
dent Component Analysis (ICA) approaches which assume source
mutual independence. Moreover, they allow processing of the un-
derdetermined case where N > P.

Most of the SCA approaches have been proposed for linear
mixtures, i.e. linear instantaneous (LI), anechoic or convolutive
mixtures. While many methods assume the sources to be (approx-
imately) W-disjoint orthogonal (WDO) in an analysis domain1 [2],
several other methods highly relax this assumption, by looking for
“single-source zones” (i.e. zones where one source is dominant over
the others) [3–6]. Interestingly, while many SCA methods have
been proposed for linear mixtures, only a few sparsity-based meth-
ods process nonlinear configurations [7–10]. In [7, 8], the authors
consider post-nonlinear (PNL) mixtures (i.e. a special configura-
tion where linear mixes of sources are distorted by a function which
models data acquisition/sensor nonlinearities, such as saturation),
and assume the sources to be approximately WDO2. Unfortunately,
these approaches are not tested with real source signals, mainly be-
cause of the strong sparsity assumption. In [9, 10], the authors ex-
tend the measures for finding single-source zones to other classes
of nonlinear mixtures but restrict their approach to overdetermined
or determined mixtures.

This work is funded by the Marie Curie IAPP “AVID MODE” grant
within the 7th European Community Framework Program.

1The WDO assumption means that in each atom of an analysis domain
(time, time-frequency, time-scale domain), at most one source is non-zero.

2Actually, in [7], the authors assume the sources to be (P− 1)-sparse,
which is equivalent to WDO if P = 2. In [8], the approximate WDO is not
explicitly assumed but is needed by authors and satisfied in their tests.

In this paper, we propose an approach for identifying PNL mix-
tures based on single-source zones, as in [9,10], and which possibly
processes the underdetermined case, as in [7, 8]. We thus avoid the
strong source joint-sparsity assumption of [7, 8] while treating the
same class of mixtures and applying our approach to mixtures of
real speech signals. We only focus on the identification of mixtures
and not on the whole separation. Indeed, it is proved that a good
estimation of the nonlinearities is crucial for a good separation (see
e.g. Chapter 14 of [1]), hence the importance of an accurate ap-
proach. Once the identification of the mixtures is done, the sep-
aration is straightforward, e.g. using methods proposed in [7, 8].
The main novelty of the paper consists of combining single-source
zones and curve clustering and may be seen as a way for extending
linear SCA [3–6] to PNL-SCA.

The remainder of the paper is structured as follows: in Section
2, we describe the considered BSS problem. We then introduce our
proposed method in Section 3. Section 4 provides an experimental
validation of the approach while we conclude and discuss future
directions of the incoming work in Section 5.

2. PROBLEM STATEMENT

In this paper, we assume that N real source signals s(n) =
[s1(n), . . . ,sN(n)]T are mixed by a LI unknown P×N mixing matrix
A, thus providing a set of linearly mixed signals

z(n) = As(n), (1)

to which a nonlinear componentwise vector mapping f =

[ f1, . . . , fP]T , assumed to be invertible, is applied. It can e.g. model
data acquisition/sensor nonlinearities such as saturation. Such a sit-
uation e.g. arises in audio processing with small and cheap micro-
phones in a mobile device. Observed signals x(n) thus read

x(n) = f (z(n)) = f (As(n)) . (2)

We aim to estimate the source signals s(n), up to a scale coeffi-
cient/permutation indeterminacy. This means that we want to sup-
press or reduce as much as possible the distortions introduced by
the nonlinear mappings fi. For that purpose, we use a separating
structure which is the mirror of the mixing one (see e.g. Chap.14
of [1]): we first have to estimate gi, the inverse of the nonlinear
mappings fi, and to apply them to the observations. We then obtain
a linear problem comparable to (1) and we process a linear SCA
approach to estimate the sources. The global mixing and separating
structure is drawn in Fig. 1. The proposed separating structure may
be summarised as follows:
1. We first look for temporal zones where one source is dominant

over the others (See Section 3.3).
2. We then estimate the nonlinear mappings fi (See Sections 3.2

and 3.4)
3. We then invert the nonlinearities and get a LI-BSS problem, that

we solve using a LI-SCA approach (see Section 3.5).
Let us emphasize that we here focus on the first two above items
and that we will not perform the inversion of the nonlinearities.



sN

...

s1

A zP

z1

fP

...

f1

xP

x1

gP

...

g1

eP

e1

“A−1”
yN

...

y1

Figure 1: PNL Mixing-separating structure.

3. PROPOSED APPROACH

3.1 Definitions and assumptions
We first present the only assumptions that we make in this approach,
and the associated definitions.

Definition 1 ( [7]) Let A = [ai j]i, j be an P×N matrix. Then A is
said to be “mixing” if A has at least 2 nonzero entries in each row.
And A is said to be “absolutely degenerate” if there are two nor-
malised columns aik and ail with k 6= l such that a2

ik = a2
il , i.e. aik

and ail differ only by the sign of the entries.

Assumption 1 (Mixing assumptions) 1. A has nonzero entries
on the first row and at least one nonzero entry in each other
row. We cannot find two collinear vectors a2

ik and a2
il , with k 6= l.

2. In the underdetermined case when N > P, every P × P-
submatrix of A is invertible.

3. We also assume that, for each index i, fi(0) = 0.

Assumption 1.1 is needed for the following reasons [7]: if A is not
“mixing” (according to Definition 1), then this means that there is
an index i such that the i-th row of A contains only one non-zero
element and consequently fi cannot be identified. As an extreme
case, let us imagine that A is diagonal (up to a permutation in its
columns order), then each observed signal reads

xi(n) = fi(aiksk(n)), (3)

i.e. we already get separated signals for which we cannot do nothing
more without extra information. If A is absolutely degenerate, it can
be estimated but the nonlinear mappings cannot [7]. Assumption
1.2 is a classical assumption in underdetermined BSS. This means
that locally, if only P sources are active, we get a determined BSS
problem which needs to be separable. Lastly, Assumption 1.3 is not
limiting for practical applications and is shared by many PNL-BSS
approaches.

Definition 2 A “temporal analysis zone” is a set T of M adjacent
samples T = {n1, . . . ,nM} in the time domain.

Definition 3 A source is said to be “isolated” in a temporal analy-
sis zone T if only this source (among all considered mixed sources)
has a nonzero variance in this zone. We then say that this zone is
“single-source”.

This definition corresponds to the theoretical point of view. From
a practical point of view, this means that the variances of all other
sources are negligible with respect to the variance of the source that
is isolated.

Definition 4 A source is said to be “accessible” in the time domain
if there exist at least one temporal analysis zone where it is isolated.

Assumption 2 (Source assumptions) 1. Source signals are mu-
tually independent.

2. At least P sources are accessible in the time domain.
3. By considering several single-source zones associated with the

same source, the amplitude of the observations spans a “wide”
range allowing the estimation of the nonlinear functions fi.

Figure 2: Scatter plots of observations on a single-source zone and
theoretical curves. Left: LI mixtures. Right: PNL mixtures.

Note that, contrary to linear BSS methods [5] which needed source
linear independence, we here need source mutual independence.
This is due to the more complex mixing model, as we will see in
Section 3.3. We need P isolated sources in order to be able to invert
the P nonlinear functions fi [7]. Assumption 2.3 is needed because
we want to estimate the nonlinear mappings fi on their whole do-
mains. In the case when we should be able to estimate the functions
fi on a subset of their domain, the whole estimation might be coarse,
thus yielding a poor separation quality.

3.2 Geometrical behavior
Before introducing the proposed method, let us focus on the intu-
itive idea behind it. In LI-SCA methods, the common main princi-
ple can be seen from a geometrical point of view. Let us first recall
that in that case, the mapping f in Eq. (2) is set to the identity
function, i.e. the observations x(n) are equal to the signals z(n) de-
fined in Eq. (1). If one source, say sk, is isolated in several adjacent
samples T = {n1, . . . ,nM}, the local scatter plot of observations is
concentrated in a line, whose slope is given by the mixing column
of A associated with this source (see Fig. 2 for an example with
P = 2 observations). Indeed, in that case:

xi(n) = aiksk(n) ∀i ∈ {1, . . . ,P}, ∀n ∈ T (4)

and we get the following relationship between observations x1 and
xi:

aikx1(n)−a1kxi(n) = 0 ∀i ∈ {1, . . . ,P}, ∀n ∈ T. (5)
In [3–6], authors propose to find such single-source zones by means
of a “single-source confidence measure” (resp. based on ratios of
observations [3], correlation [4, 5], and local PCA [6]). In these
zones, they estimate the mixing parameters. However, several zones
may lead to the same mixing column and they thus have to discard
the multiple estimations, e.g. using a threshold distance between
mixing columns [3, 4] or by clustering estimated scale coefficients
[5, 6].

For PNL mixtures, in the same case when only one source, say
sk, is isolated in an analysis zone T , observations (2) read:

xi(n) = fi (aiksk(n)) ∀i ∈ {1, . . . ,P}, ∀n ∈ T (6)

and we obtain, assuming that aik 6= 0,

sk(n) =
f−1
i (xi(n))

aik
∀i ∈ {1, . . . ,P}, ∀n ∈ T. (7)

We thus have the following relationship between observations x1
and xi:

xi(n) = fi

(
aik

a1k
f−1
1 (x1(n))

)
(8)

= φik(x1(n)) ∀i ∈ {1, . . . ,P},∀n ∈ T, (9)



where the functions φik are defined as:

φik(t) = fi

(
aik

a1k
f−1
1 (t)

)
(10)

The main difference with respect to LI mixtures is that we now do
not have to estimate a slope which describes a line, but a function
which describes the nonlinear dependencies between observations.
This can e.g. be done by interpolation or approximation. As dif-
ferent analysis zones might be associated with the same source, we
propose to cluster these estimated functions. Indeed, clustering usu-
ally provides more robustness to noise. Moreover, and contrary to
LI mixtures, the accuracy of the curve fitting also depends on the
range of x1(n) in the local scatter plot. In particular, we need our
observed points (x1(n),xi(n)) to span the whole curve. This may
not be guaranteed in a unique single-source analysis zone associ-
ated with one source, but may happen if we interpolate the function
on several zones associated with the same source. Merging single-
source zones associated with the same source may be done by curve
clustering and we will present such an approach in Section 3.4.

3.3 Nonlinear single-source confidence measures
We now detail how to find single-source zones in PNL mixtures.
Let us first go back to the simpler LI problem. If a source, say sk
is isolated, then Eq. (4) holds and we can see that the observations
are proportional. A way to find such zones consists of estimating
the correlation coefficient of a pair of observations [4, 5]. Indeed,
this coefficient is equal to 1 in absolute value when one source is
isolated and is much lower otherwise.

In the considered PNL mixture, we need to measure the nonlin-
ear correlation between observations. Mutual Information I (x),
defined as:

I (x) =−E
{

log
∏P

i=1Pxi(xi)

Px(x)

}
, (11)

where E{.} stands for expectation, Px and Pxi (i ∈ {1, . . . ,P}) are
resp. the joint and marginal probability density functions of the ob-
servations, provides such a measure [11]: it takes null values when
variables are independent and much higher values otherwise. How-
ever, if we want this measure to have the same behavior as linear
correlation, we need to normalise it, which is classically done as
follows:

Inorm(x) =
√

1− e−2I (x). (12)

This measure has also been used in [10], for another class of non-
linear mixtures and we use it in the same way as [10]: a source is
isolated in an analysis zone iff Inorm(x) = 1. We thus only con-
sider the analysis zones which maximise Eq. (12).

However, a problem may appear if in a zone T , sources s j(n)
are constant, whose value is denoted s j 6= 0 3: in that case, we still
have Inorm(x) = 1 but Eq. (6) then becomes

xi(n) = fi (aiksk(n)+αi(T )) ∀i ∈ {1, . . . ,P}, (13)

where αi(T ) = ∑ j 6=k ai js j. Eq. (7) and (8) then resp. read

sk(n) =
f−1
i (xi(n)−αi(T ))

aik
∀i ∈ {1, . . . ,P} (14)

and

xi(n) = fi

(
aik

a1k

(
f−1
1 (x1(n))

)
−aikα1(T )+αi(T )

)
. (15)

Let us recall that we are looking for zones where all the constant
coefficients αi(T ) are zero. As we are applying the proposed ap-
proach to speech signals, the situation when one can find an index i

3Such a scenario is not a problem in LI-SCA: observations can be locally
centred in each analysis zone, thus zeroing the constant signals [4].

such that αi(T ) 6= 0 should not occur. Additionally, due to Assump-
tion 1.3, we know the value of each nonlinear function fi is zero
at zero and we can estimate φ̂ik, the nonlinear relationship between
observations defined in Eq. (10) (see Section 3.4) and discard the
zones where φ̂ik(0) 6= 0.

Finally, we look for analysis zones which satisfy:

{
Inorm(x) > 1− ε1∣∣∣φ̂ik(0)

∣∣∣ < ε2 ∀i ∈ {2, . . . ,P} , (16)

where ε1 and ε2 are user-defined thresholds.

3.4 Curve clustering
If we consider all the single-source analysis zones, then we get a
subset of the original observations where the approximate WDO
assumption holds. We thus can use the clustering techniques pro-
posed in [7, 8]. However, in [7], the authors propose a geometrical
preprocessing which is not robust to noise in general and in par-
ticular to non-ideal single-source zones4. On the other hand, [8]
proposes the use of a spectral clustering technique in order to sepa-
rate the curves (and so the sources). Spectral clustering techniques
are well suited to nonlinearities in the data and are more robust to
noise than the approach proposed in [7]. However, such techniques
are sensitive to the distance between the curves and do not allow the
clusters to overlap. This last criterion is obviously not satisfied in
the BSS framework and the authors of [8] proposed a solution: they
remove the points of x which are close to zero, and try to find 2N
clusters. By assuming that the nonlinear mappings are almost linear
for the lowest values of x, they link the half-clusters.

In this paper, we propose to take advantage of the single-source
analysis zones to cluster our data. Indeed, in each single-source
zone, as we saw above (see Fig. 2), all the data points belong to
the same curve and give us extra information which is not provided
in [7,8]. We thus can cluster the data according to these zones. The
underlying idea can be seen as an extension of scale-coefficients
clustering in [5, 6] to nonlinear mixtures: while the linear relation-
ships between observations were limited to scale coefficients to be
clustered, we here have to cluster the whole curves, i.e. to estimate
some parameters adequately describing the functions φik defined in
Eq. (10) to realise a cluster. Such techniques are named curve clus-
tering [12] which we summarise as follows in the framework of our
problem.

Given an interval [x1(nb),x1(ne)], we define a subdivision ξ0 =
x1(nb) ≤ ξ1 ≤ ξ2 ≤ . . . ≤ ξK ≤ ξK+1 = x1(ne). The points ξl are
named knots. Note that a same knot may be repeated several times,
say p times. We then say that it is a multiple knot of multiplicity
order p. We aim to fit the curve {(x1(n j),xi(n j)} j=1,...,M on such
interval by using splines. A spline is a polynomial of degree d (or
order d + 1) on any interval [ξl−1,ξl) which has d + 1 continuous
derivatives on the open interval [x1(nb),x1(ne)). For a fixed se-
quence of knots, the set of such splines is a linear space of functions
with K+d+1 free parameters. A useful basis (B1,d , . . . ,BK+d+1,d)
for this linear space is given by B-splines, recursively defined as





Bl,0(t) =

{
1 if ξl ≤ t < ξl+1
0 otherwise ,

Bl,u(t) = t−ξl
ξl+u−ξl

Bl,u−1(t)+
ξl+u+1−t

ξl+u+1−ξl+1
Bl+1,u−1(t).

.

(17)
A spline, denoted ζ (x1,β ) hereafter, can now be written with re-
spect to the above basis:

ζ (x1,β ) =
K+d+1

∑
l=1

βlBl,d(x1), (18)

4An ideal single-source zone is an analysis zone where all the sources
except one are exactly zero.



where β = [β1, . . . ,βK+d+1]
T are the spline coefficients. For a set

of fixed knots, coefficients β may be estimated as a linear problem.
Let {(x1(n j),xi(n j))} j=1,...,M be a regression type data set of M
measurements of the curve φik defined in Eq. (10), ranging over
[x1(ne),x1(nb)]×R. The spline coefficients are estimated as:

β̂l = argmin
βl

1
M

M

∑
j=1

(
xi(n j)−ζ (x1(n j),β )

)2
(19)

The main interest of B-splines is due to the fact that the B-spline ba-
sis is only knot-dependent. Once the knots are fixed, the estimated
coefficients β̂l describe the curve shape. If we use the same knots
for all the single-source analysis zones selected in Section 3.3, then
all the K + d + 1 B-spline coefficients have the same meaning and
may be compared. If two curves have close estimated B-splines
coefficients, then they should be associated with the same source.
Otherwise, they should be associated with different sources. Clus-
tering techniques can be applied to such coefficients [12]: while
the authors of [12] used K-means to this end, we propose to use
the median-based version of K-means, named K-medians which has
been used in [5]. Other approaches, such as DEMIX [6], may also
be employed.

Once the classification is performed, we group all the curves
associated with the same source sk and we estimate each function
φik as a spline with optimised knot locations and multiplicity order.

3.5 Nonlinear inversion and linear identification
Once the nonlinear functions are estimated, we have to invert them
and apply them to the observations x(n), in order to get the lin-
early mixed signals e(n) = [e1(n), . . . ,eP(n)]T (see Fig. 1). This is
straightforward by e.g. applying one of the neural-network-based
methods, proposed in [7, 8], which are based on the same property
but are differently implemented. The underlying common property
was first defined for PNL-ICA methods and is adapted to PNL-SCA
as follows: we estimate a nonlinear mapping g = [g1, . . . ,gP]

T such
that for all indices i,k, gi ◦ φik is linear. To this end, [7] proposes
finding a linear relationship between the same components of differ-
ent clusters while [8] suggests finding a linear relationship between
different components in the same cluster.

Once the nonlinearities are inverted, we thus obtain a classical
LI-SCA problem. The estimation of the linear mixing parameters is
then straightforward if we estimated the N nonlinear curves: once
we have linearised the clusters obtained in Section 3.4, each cluster
fits a line whose parameters, defined in Eq. (5), may be estimated
using a criterion proposed in [3–6].

If we estimated more than P curves but less than N, we are
still able to invert the nonlinearities. However, we now do not have
all the linearised curves and we will thus have to estimate the lin-
ear mixing parameters thanks to a whole linear SCA approach, and
probably by first applying a linear sparsifying transform to e(n), in
order to find a zone associated with each source.

Let us remind the reader that the main novelty of our proposed
approach consists of the first stages of the whole approach, and that
we only test these first stages in Section 4.

4. TESTS

In this section, we test the performance of our proposed approach on
PNL mixtures of speech. Indeed, and contrary to [7, 8], we test our
approach on simulations made using real speech signals which can
be locally sparse in the time domain, due to silence of speakers [4].

We first employ a configuration involving N = 3 sources and
P = 2 sensors, i.e. an underdetermined mixture. The source signals
were three speech signals, sampled at 20 kHz, which last 5 s and
contain silent parts. These sources are presented in Fig. 3.

We then mixed them with the following mixing matrix:

A =

[
1 1 0.9
−0.9 0.5 1

]
(20)

Figure 3: Normalised mutual information measures between two
PNL mixtures (below) of three speech sources (plotted above).

Figure 4: Scatter plots between observations. Top: on the full sig-
nals. Bottom: on the single-source analysis zones.

and then applied the following nonlinear mappings to the resulting
signals z(t): {

f1(t) = tanh(t)+ t
f2(t) = tanh(10 t) . (21)

Please note that the mixing matrix A is close to being an absolutely
degenerate matrix, and thus the configuration under consideration
is challenging. Moreover, the nonlinear functions have been chosen
so that they can model audio effects like soft-clipping.

We set the size of our temporal analysis zones to 100 samples,
which is long enough to guarantee the independence of the source
signals [13]. Mutual information was estimated using the approach
in [14]. Fig. 3 shows the plot of speech sources and the obtained
normalised mutual information measures. We can see that In(x)
is close to 1 when one source is isolated. We then considered all
the zones where ε1 and ε2, defined in Eq. (16), are resp. set to
0.01 and 0.1. Fig. 4 shows two scatter plots: on the top, we pro-
vided the scatter plot of the original observations. It is clear that the
sparsity assumptions needed in [7, 8] are not satisfied at all. In the
bottom, we only plotted the scatter plots obtained from zones sat-
isfying Eq. (16). Now, we can clearly see three curves associated
with nonlinearities. This thus shows the relevance of the single-
source confidence measures and an easy way to improve [7, 8]. We
then estimated the different curves on the local scatter plots using
B-spline approximations. Because the choice of the knots is data-
dependent, we decided to perform a “coarse” fitting, i.e. an approx-
imation whose knot locations and B-spline order are not necessarily
optimised but that allow us to separate the curves of the functions
φik defined in Eq. (10). In the example provided here, we used the



Figure 5: Scatter plots of the separated curves after the clustering
procedure (in black) and estimated nonlinear functions (in gray).

λ 0.1 0.5 0.9
Mean MSE 6.7e-2 4.5e-5 4.6e-5
Std. 2.3e-1 5.9e-5 1.0e-4

Table 1: MSE and standard deviation, vs. the value of λ

following knots ξi = −1.5+ 0.3i for i ∈ {0, . . . ,10}, without mul-
tiplicity order. We set the degree of the B-spline to 4, in order to
obtain smooth estimates of the curves. We then obtain the B-spline
coefficients β̂ that we then cluster using K-medians. Fig. 5 shows
the separated curves obtained after classification, i.e. the superpo-
sition of the local scatter plots on the zones belonging to the same
cluster. Such separated curves then allow us to estimate the inverse
nonlinear mappings.

We do this using B-splines functions of order 4, with 20 knots.
The obtained curves, drawn in Fig. 5, fit very well the scatter plots
and are really close to the theoretical ones, as the mean square errors
(MSEs) on the sampled curves are resp. set to 2.5e-4, 5.3e-5, and
2.1e-5.

Lastly, we generated a series of determined mixture simulations
with P = N = 2 sources and sensors: the mixing matrix was set to

A =

[
1 λ
−λ 1

]
, with λ = 0.9, 0.5, and 0.1, and the nonlinear

functions were set as in Eq. (21). We chose 49 pairs of sources
among 8 real male and female speech sources, sampled at 20 kHz,
lasting 5 s and containing silent parts. We fixed the values of all
the parameters as in the previous underdetermined exampled. We
aimed to measure the influence of the mixing parameters on the
global quality of estimation of the nonlinear mappings. Our pro-
posed approach succeeded in estimating the nonlinear functions in
all the tests. The average MSEs and their associated standard de-
viations are given in Tab. 1. The obtained performance shows a
really good accuracy of estimation of the nonlinear mappings, ex-
cept when the sources are “weakly” mixed, which is consistent with
the performance of other PNL-ICA methods (see Chap. 14 of [1])
and the one obtained in [4] for an LI-SCA method.

5. CONCLUSION AND FUTURE WORK

In this paper, we introduced a PNL mixture identification method
which uses weak sparsity assumptions in order to estimate the mix-
ing parameters. The main novelty of the proposed method is that
we combine single-source confidence measures with curve cluster-
ing using B-splines and classical clustering techniques. The pro-
posed approach thus improves on the previously proposed PNL-
SCA methods which assume strong joint-sparsity assumptions and
cannot be applied to real signals. We presented some tests showing
the performance and the interest of our approach. In future work,

we will also test the influence of the knots in the clustering proce-
dure. We will propose an approach for inverting the nonlinearities.
Indeed, we focused on the estimation of the nonlinear functions,
whose accuracy has a direct consequence on the final separation.
We could use the inversion approaches presented in [7, 8] but both
use neural networks, whose drawbacks are the speed of convergence
and the possibility to reach a local optimum. Another future direc-
tion will consist of investigating sparsifying transforms well-suited
to nonlinear mixtures. Indeed, while the proposed approach may
be applied to speech signals, the required sparsity assumption is not
met with music signals. Lastly, we will extend our approach to other
nonlinear mixtures like PNL convolutive mixtures.
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